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foluie in anfe<icn mobernen ^))ra(^en mixt) wiU^lttn. 
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grÜTibtid^c^ «tubhim ber Üiaturtmffcnfc^aften , nameittltd) aber ber 
^ßf}pf\t, i\t, mit t0of)l aÜQmtin amüannt mtrb, o^nt mat^emattfc^c iöor# 
ferniiniffe ^oiig wml^Uä^, ititb i»«n numi^r ®ctte i^er l^dtt man tcd^Kit^ 
oittl bett !DI<m(|e( (orfelliett (tticr Ußa^tn, 5Da mm a8cr bo<i^ bic 9K<m 
' f^oHI faft auf aQcn ^öi^ereit ®4>u(anf)atten ' ^eutfc^toitb^ einen wefenii« 
liefen X^cit bcö ^i^cctioiiöplancd bilbet, fo fann ber icibaltni§mäfig gc* 
ringe ©rfolg beS tnat^ematifcben Untcrr^tc^ faum in etroaä 5(nberem 
Qefu(^t merben, old in ber ttit|»ecttnä^igen mit betfelbe ^(ig tx* 
i^eilt ttHvb. 

• 1^ ÜSortrog ber ntol^otif^ ^Mj^Iinen »4rb ndmli^ trfdf^ 
aUgn «Bfhact Qe^alten, »a« bie nac^l^lige golge ^at, baf er nic^t nur 
fÖr bic 9]nturtviffenfc^aften »oHfornmcn unfruchtbar bleibt, fonbern ba§ 
er au(^ bei ben ^c^uletn eine meift fcf^tper übenvinbenbe ^neigimg 
gegen bo» » « t^enmtifi^ ©inbinni (eoNimtfl. 

SIttffalleitber Seife treffen biefe 9k)r»ilrfe iwranggiveife ben geome^ 
trif^ Unterricht, n^a^renb Uritl^etif nnb SUgebra fl($ nteifl einc9 »eit 
bejfercn (Erfolges ju erfreuen ^aben. 

^^;ie matbcTuatifci)cn 33orfenntntffc, bereu ntan für ein gebeil^li(tied 
(Stubium ber ^^pftf bebarf, ftnb, menn ed ftc^ ni(|t gerabe um bie 
fii^ioierigften grogen tfonbelt, toeber fe$r umfangreich no^ f<|Nver ingAng« 
m, iS» beborf nnr Mrl^dttnifmAfig toeniger ober {lor i»erfianbenef 
wtU^ bur^ genügenbe Uebung öoUfomnien geifJige« (Jigent^um 
geworben Pub. ^Daburc^ ifl nun ber SBeg be^eicfmet, melc^cr beim inat^e? 
matifc^en Unterrichte befolgt werben mug, mnn er fru4>tbringcnb für 
Siffenfi^ft unb i^ben »erben fott. i&i |anbelt fi(|^ bomm, bte füt ben 
togifilb^ 3ttfftitttnenl^ang, für bad S^rtfi^retten in $^eren mati^emotifi^ 
^gc{i|>linen nnb für bie f»ractifi(ie lln»enbnng nnentbe&rlichen SSBal^r^ 
Reiten mdgUc^ft tlax unb oerftdnblich gu entwideln unb bur^^ geeignete 
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Söcifptclc gut einzuüben. 9^irgcnbö mirft eine Uebcrlabuug an SOiatetial 
unb ein Vertieren in @)>eciaIÜ^cn na^^tf^eiligec ald bdm mat^otifc^en 

^Didci^Iinen beatleiten, nnb ^mt in hxti ^^eUen, nMiä^z 

1. X)ic Elemente ber ebenen (Geometrie unb Stereometrie; 

2. ^ie (Elemente bet ebenen nnb f^l^ätifc^en Xcigono;' 
metvie; 

3. S)ie i&UmtnU bet ana(9Hf<$en ^eometvie in bet (Sbcne 
unb im ttanme; 

welche jn?ar ein jufammcnge^ürigeö ©anjcö tnlbcn, oon benen aber boc^ 
au(^ jcbcr einjelne ^t)etl für fui) be^o^en werben fann. 

2)ie beiben crften JJ^eile erf(^eincn gegenwärtig in ^weiter 2luflagc. 
3>ie erfle Sbi^oge bet ebenen ^metrie loot im Sollte 1838, bie erfle 
9it|Iage ber 3:vigimimieMe »Hit im 3al^e 1839, fteitii^ in ehva« mongcl« 
^apet 2(u«fJattuttg, 2)armfJabt etfii^eRen. S>ie botin befolgte aJictl^obe 
l^at fid) bei bem geometrifctjeu Unterrichte, welcher mir an bct S^ieolfcbule 
in ^ie^n bid metner Berufung nac^ ^reteg im ^o^te 1S44 nbet« 
itogen toat, »ortrefjlif^ betodl^rt, tnbem e^ mit navmläi^ gelang, ben 
®c^ctn ein Ub^fle» änieteffe füt ben €kgen^anb absngeminnen nnb 
Nc etftenlic^f^en gorifd^tie |n et^ieTen. 

ift lüeber für ein meÜereö ^ortfc^reitcn in ber l^o^ereu aJlat^c^ 
matif noch für ^raftifc^e 2ln»enbungen trgenb einer 2lrt genögenb, ba§ 
man bie geometrifchen Sa^r^eiten einmal tttamt unb Htftanlbfn ^at; 
fie m&ffen bnni^ etMetnbe 9eif|)iele, bnt<lft i^affenbe Uebnngett gn einet 
lebenbigen 9btfi|mtMttg ei^oben wetben, «l^ne loeü^ eine fteie I93et»enbttng 
gelben flit bie Sodtit bet Siffenfc^aft unb bed Sebent MÜiommin mu* 
miJglicb if*. 

äßo^tenb in bem ^jorlicgenben 2Öei;fchcn bie SOZaffc bee äJlaterial* in 
bem oben angebeuteten <Sinnc auf bad S^i^nmtbigfle bef4»tänft »ntbe, 
vm ifi^ UmSJ^t, bie twtgeitttgenen iKe^en au4fft$fli<( genug sn ent»i(febt, 
um imc^ beim ©elbflmUettid^ gn einem boHlammett flöten lDetfi&nbni|l 
führen ju fönnen, yorauögefe^t, ba§ ber Sefer atte ßonftructimid * nnb 
Äechnungöbeifpiele mit (Sorgfalt unb (^enauigfeit aufführt. 

gür eine lebenbige Stufc^auung finb ßonftructiondaufgaben nach htf 
IHmmten äRoapen bntffKmd nnenibel^tliil, unb be#^lb ^e icf^ fie ouf^ 
in bem gatt)ett SDetl^ SCnfimg an but(^efil|tt^ 0lut but^ foI<(e 
^gaben tvitb ed magli^, bei einem leben @a4K lange genug §tt 9et»ei(en, 
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lim i^n bem ^^ebac^tni^ gehörig einzuprägen unb feine ^ebentung M 
xtä^U |ti ft^en. €^etabe Wefe (SonftatctiotifAufgabcn ftnb cd aii4^ 
toelc^ ibeim UtdtxtiäfU bie tcge 3^ettit#iie M ®c^erd (cDwmtffit mtb 
bem ^e^m efate fSmtnU borÜbet Wdm, »le »dt ber in bo9 

©erftänbnif bcd fragU(i^cn <Sn^e§ eingcbningen ift. 

^eim (^uluntem(^te müjyeu biefe 9(ufgaben wenigfiend t^eilioeife 
ttac^ ciKcm ^rftfemi äRaafPobc auf boc S^d oudgcful^d »oben, tvono^^ 
bann ble fibdgcit bem j^M^en gldfe übcrloffm Ueiben ntnten. 

tle^ bie cinicincn Xl^tüt Wbm m» noc^ toenide 9eiiifvfungen 
ma(^en übHg. 

O^ne in 53ejtc^ung auf :icnbe)i5 nnb 5!)Zcthebc chva^ ju anbcrn, ^flt 
bie jweitc Auflage ber Elemente bet Geometrie naml^aftc ißetbeffcrunj* 
0ett imb eine wefenttii^ (Sr^^nno bobnti^ erfaßten, ba^ bie not^wen^ 
btgflen Sel^een bee ®teceomeleie, »e(c$e in ber erflen Knfloge gon) 
fcl>lten, beigefügt wurbett. 

iHn bcfonbcrer ^^orjug ift ber neuen Slufinge ber ©cemettic baburd^ 
gefiebert, bag bie Figuren nic^t aQein ot^nc ^ergleic^ beffa unb beutli^^et, 
fpnbem ont^ »eit ^Udä^n finb, ald in bee erßen Mfa^t, mna^ 
weife bal^ce lAl^ti, bftf ein geofkr 3^ pm leisteten l3evflAnbni| toefeni« 
li^e Figuren, ml^ in ber er^ Knflage mir m9 ü^ergroper <Bpaxfam 
feit weggeblieben waren, nun i^re ©teile gefunben ^abcu. 

lDur(6 biefe öcrbcffcrte 9lnöftattung , bur(^ forgfälttge Ucbcrarbeituiu^ 
bed Jlexteö unb bur^ geeignete SUiöfulIung mancher l^ücfcn, aui be bei ber 
früheren ftn^e lebiglif^ bem mönblii^ Unierrif^ie uberlaffen »aren, 
Mfe ba0 Dorliegenbe mti^ bem Selifhinterri^te ittgAngli^^ 

fo wie bnr(^ ein ))oIlflAnbiged ^aragrap^enregifter nnb ein at)>^aBettf(^ed 
3nbaltdt>crgetd)ni§ $uv leichteren Orientintng unb jum ^^at^fcblagen geeig^ 
neter gemalt $u baben. 

3nr 9ttdfül^mng ber (Synflmetion^fgaben i^ ein ^an«|>ortettr unb 
ein Wu^oib nü^g. Um eine kfimbere {(nfdl^ffttng berfelben eni^l^rtl^ 
§n machen, jtnb ben „Elementen ber ebenen <i(epmetrie^ fCbbrüde 
cined .^lran«|M)rteurd unb einer a)iaa$ftabdtafel auf ftärlcrem ^>apicr bei* 
gegeben worben. 

^ütd) bie ©runbittge ber Trigonometrie erft^nen, wie f^^on 
beinertt, in aweiter Auflage, |war oerbefTert, oier o^ne »efentlid^SIenbemng. 
^ trigonometrifd^ gnnctionen (obe aU l^inien, aH bie leiten 

rec^twittfeliger $)reie(fc bepnirt, in »eitlen eine @eite ber ^änf^mmUit 
glei(^ i}t, weil biefe Definition einfacher unb anfc^aulicf^er ift aU bie 
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andere, md) weichet fie aU Ouoticut ^wäct ^Brciccfdfciten bcjetc^net mtf 
ben. 5Die Sinie ein 0eomctoif(^ ^cfli^ff, bev Ouotieiit ifl cd ittct^t; 
bcd$a(6 gloitBie Ue erßm ^efinttiott an bie S|)tte fhOen, bir Icbtace 
obet crfl oiid bcK Sm^nung ber Sormcln tcd^toinfeliger 3)(eM abUitnt 

gu muffen. 

Um bcm ©c^üler ntcfct mit ^ivet ©(^roiertgfeiten auf einmal entge^jcn 
gu treten, l^abe auc^ bie ^ece^nung ttigonometrifc^er Aufgaben im 
Slnfatt0 ol^ite Sdtioenbititg be( i^aj^mett buK^efu^ct «nb (äffe bie 8e«' 
nitbiiit0 bcf fh^aülS^tn erfl bann einttcten, toenn bie m ^ 
ttigonometfift^en 9>tttctiimen an nnb füt ficb ftax nnb ^el^ftg gewotben 
if't. — 8(u8 bemfclbcn ©nrnbe ^abc icb aud) bie Wormeln, ivelc^e jur 
©erc(^>nung ber fe^lenben (Stüde ebener unb fp^äriff^cr 2)reicc{e bienen, 
erß )>oftfldnbig aud bet tein gcometciffl^en SötUa^twuq tnimUUU nnb etß 
fp^f QBoq geicenni ton biefet erflen &Mddm%, fol0t bie nnnoonblnnfi 
bet gocmeln, buT(^ tt>eld^e biefelben füt Iogatit^miJ(^e dit^mn^m be(f»em 
gemacht werben. 

Sffieil im ?(nfan(^ immerhin ciniijc ^djjttcriqfcitcn Bat, narf) ebenen 
gtgurcn fid) einer richtigen Slnfc^auung raunUicber ^Ser^ciltniffe er^= 
lieben, b^be i(b bei f|)b4Tif(ben ^^igonometvie bie bec 02ebe bei* 

gefügt, aud »elften bie ben beiben «gauj^nren biefee Stbfi^eilung ent* 
f^e^enben {9q>et(i(ben!ERobeffe Iei(^t ^ergefteltt »erben Umten. SHi^üIfe 
biefer ÜJlobelle n?irb mbi M ißerftÄnbni^ bcr cntf^vei^enben ©ntwidetun:» 
gen feine Sc^wicrigfeit me^r l^abcn. 

5Dei: btitte ^b^i(, bie anal9tifc$e ©eDmettie, erf^eini )nm ttfttn 
fDloIe. 3(b »ar bei Seafbettnug beifOben UmSSji, hw^ andfiübi:(icbefe 
IBef^re(^ung cmtcteter ^aHe nnb bnni^ ^nfhucHond^eif^ete nacb gegebnen 
3a(?temi>crt()en bie ^icr neu aufittetenben 53egri|fe jugonglicber ju machen, 
aU eö gett)öJ)nlic^ gefc^nel^t. ^cb (\\anhc namentlich auf biefc SBcife eine 
kniete gebaut ;u l^aben, meiere bcn ^efer über bie <Schmiettgfeiten bütioeg^ 
fiX^tt, bie fi^^ i^m nteifi beim @inttitt in bad ©tubinm ber bieten ge»" 
nteieifiben S)idci)»Iinen enigegen^Qen. 

$)er onolptifc^en Geometrie ift bie 9le|>ed beigegeben, 

aud welchem man ba5 fcrperlictH' (^cf l)cr|iellen fann, toelc^ied burc^> bie 
^i>fttt)>en ^eile ber brei (Spotbinatenebcnen gcbilbet wirb. 

greiburg, im SDlai 1859. 

3» SÄttUen 
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Se}ie^niigcti« 



fiestünmuiig von Slniu und Cosinus durch geometristflw 1 
Consftmction. Gcliteibet wan auf bem einen ^ämUl CA einrd fBinhU &, 



8Bittfcl6 bttM^3a^Un attegcbniilt wetbcn, fo miif man fie mit bcrfctben 
iSAnficncitt^cU meffen, ntU^t man )ur (Sonfhnctlon be9 ®inttd nnb <So^ 
finn« att tdngencin^cit angcmmtmen l^tte. 

fei g. «n. 35« bur^ Gonftruction gu befiimmcn, fo f(!^ncibc 
mnn vom Scheitel an ein ©tiid CF ah, njelc^eä einem jc^nt^eitigen 
(ctvoa babif4>en) ßoU ^lei^ ifi; baö oon auf ben anbern ©cfjenfel 
dcfdate ipct|>tnbi{el »ivb in biefcm gatte ö,V" ob» OfiT* fein, »Ate 
bemnait^ 

am. 35« = 0^7. 

©ei bet gu biefei ßonftniction gewählten ©inl^eit lanit man ben 
©inu^ foroo^t wie ben ^oflnud nur bld ouf \ ioo genau finben, weil 
man mit ^ülfe bed ßitUU unb beö taufenbt()eiUgen SJ^aagfiabed boc^ 
nut biA auf Vio iinU, alfo bi« anf Vmo ber demA^ttcn ^ngeneinl^cit 
genan meffen (ann. 




Sig. 1. 



G 



gig. 1, ein Stücf C/' ab, njeld?e§ bet 
?tingcncint5cit gleich ifi, fo ift baä oon 
F auf ben anbern @(^cnfel Ci? be0 
^inteU %tfmt^^n^MUlFG bet 
Ginn« bee ®inf eU a. ^Sni* 
femung be« ^eiteU (7 !»on bem 
gugpunft G biefe*3 ^^erpenbifclä ifl 
ber ^ofinnä bcö aßinrcU a. 
<^oUen ©inud unb @oftnud eined 
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4 X)k trtßonometrifcijen Linien 

man bei gc'^örtgcr (Sorgfalt bcn @{nuö unb (Soflnuö bU auf brei ^)eci* 
matßeQen genau ßHbeit fcnnen; ed ^ätte etgeben 

«IL 350 = 0,573 

unb 

CO». 350 = 0,819. 
gib bie meinen gaüe rcifbt obei biefc &tmm^hit iitcfct ^in. ffiir 
loerbctt toeitet itnicti SDlittel (ennen lentett, ^nud unb (Sofinud burc^ 
]Re4nttitQ tiitgfei«^ genaiter {u bcfKmmeit, aU e9 burifi Scif^nititg sudg« 

Ujh b€n begriff tjott ©inu0 unb (SoflnuÄ bcffer dnjuüben, conjlruire 

tnan, baö ^I;cctmctcv jur (S:tu^cit neb' 
menb, bie ©inud unb (Sojinud t>on 
50, 100, 150, 200 f. 

SBiiifel 901t 5 itt 5 ®cab M itt 90«, 
ttttb ffeUe hit fo gcfknbenen SBrtt^ 
in eine ^belle gufammen. ^an 
fann bicfc ßonftruction für afic slßuifel 
<itt einet unb berfelben ^igut auö* 
fdf^ien, mtc ed, bcn ^oU gur (5tn^e{t 
itcimenb, in gig. 2 fiU btt SBinlel 
20, 40, 60 unb SOC^tab gcfi^e^en ift 

3 Tafeln der Sinus und Cosinus. 8e}ei(|)nen wir itt gig. 1 bcn 

®infcl CFG bttM^ b, fo ifl, bct obigen 2)efinition »on ^inuft 
unb Sojinud eined SßinfcU, CG bct ©innd «nb ber (Sofinne be9 
SHnfetd b. CG ift atfo s^G^^^^ ©inud oon b unb ber (Sofinn« «on 

FG tfl gleic^icttig ber (Siuud oon a unb ber &)finud 'oon h, ober 

in 

All. a =5 0o«.b 
co^. a =5 b. 
SBinfel b ifl aber offenbat 90« — a». ober a, wenn bm^ 
bff Vf4^tc Sinfef bcsci<^net mitb; ed ifl bemnoil^ 

«in. a = COS. — a) 
COS. a = gin. (i? — a). 
eo ift ^- = CO«. 750, cot. 15« r=s MI. 75«; sin. 40« 

» op«. 50«; «in. 45« = «0». 45« n. f. w. 

^inb bmna(( bie ^inn« unb (5o|inn4 aller SBinfel i»on 0« bi« 45« 
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unb i^re toic^tigflen Setie^unaetu ^ S 

Bcfannt, fo fcnnt man babur(^ juglcic^ ou$ We <S{nu3 uitb (Soflnui 
allet SBinfel opn 45® bi§ 90o. IDtc Jrnfcttt, tn welchen mau bie nume* 
rif(^en SBevt^e oon (Situtd unb (Softnuä ^ufammengefteUt l)ai, ge^n bed« 
nni M iu 45«« (Süitfit^iitiie iß aud beiflc^ntcr 3:afe( 
ctfi<(Hi4f v)eT^ bU 6intt9 ttitb 0o|lnit« ber ISSinM i»9n 6 |tt 5 9vab 
etttl^ari iDIe erfle QoTnntne biefev (feftten 3:afel ettt^ftft He ^liabjai^I 
ber oon 50 ju 50 fortfc^^reitcnbcn SGÖiufcl mx 0» bid 45», bie |r»citc hit 
(Binn^, bie biitU bie (Sofinud ber entfprei^enben Sinfel bi0 auf brei 
5Decimaißeacnt 





9in, 


€08, 
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85 
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4be( ber imeiten fte^t bedl^atb sin», Über ber briitett eos. fbit »<ette 

(Solumuc eiitl^alt bieieiit^e ©rabja^t, ml6}t bie in gleicher Jpö^c in bcc 
ti\Un Kolumne flefienbe m 90« «flankt; biefe lefete Kolumne entölt 
bemnac^ oon unien mäi oben, i)on 5 5 i^iab mat^feub, bie ®rab$a^t 
ber Sinfel m 45 m 90 @rab. Sit berfelbeit Orbnung entb&U bie 
britte iStUmm, unter toeli^cr {leb*, bie ^i\M ber SDlttfei »on 45^ 
bie 90*. S)ie 4Sofiiiit9 ber miM »on 45«» bi9 90« finben fl^ in ber 
gweiteit Kolumne, unter ml^it cos. jlc^r, unb $wat tjt icbe 3«^t i>icf^« 
Kolumne ber (Soflnud bed ^infel^, mtl^tt in berfelben «l^ori^outalrei^e 
iiub in ber lebten (Solumne {lebt. 

92a4 biefer ttrHArttiie tvirb e9 tei^t fein, in obiger Safet sin, 40^ 
eos, 008, 65«, sin, 80« it. f. w. aufjufucben. 

@rv$e ^afein b^ben eine gaui ä(;[uU(b( (Sinriffitung, nur \9i^in bie 



Digitizeü by Google 



6 



SDie trigonometrtf(|^ett iiaim 



WüiwUl von 10 ÜJltnuten 10 SDlinuteu, ober ))on tDlinute )u SJliuuU 
u. f. w. rtuf eiuanbcr. 

f&ti grögcren 9te4^nttn0cn iß e0 fe^v oott^eili^aft, ben ^9(|(u 
ttt^men Jcbed ©inii« nnb (Sofinvd m^^Ui^tn gu Unnen, betl^alft i^at 
man ^tafeln entworfen, welche bie ^o^aHtl^men be? @{nnd nnb (Sofinn< 
cntbalteu. Um ben ?lufän^cr ober nic^t ^Uid) mit bcppelten '^dgivittl^* 
feiten ju übertianfcn, ift ed beffcr, onfnncjä bte Ip^atitömifAe ^edbnung 
no^ JU »crmeiben, iinb nur fotdje J^afeln aujuraenbcn, in bencu man beu 
(Sinud unb ben @oftnud bei Sintel felbß, unb nic^t ihre ^pgaiii^men 
finbet. SBett jebo^ bie om meipen mbwiteten i^^ega'f^^en Slafeln nnt 
bie ^^axit^witn ber Ginnd nnb <Sofinni enf^attenr f« ifi am ^iftluffe 
~ biefe« 9tt<^e« eine Saf^T beigefügt, »el^e bie Bim^ unb (Soflnnd bei 

SEDinfel sjon KV ju 10^ entf)alt. 
3 Interpolation. ü}lan fielet au« ben 3!afctn fonjo^l atä auc^ «uft 
bei ^eit^nung, bay ber Sinud mit bcm SÖtnfel oon 0« bid 90« to&^% 
nnb |t9a«- wacl^ß bee @ina0 von 0 bid 1, w&l^eenb bet S&intel »on 0» 
bt9 90« »Afifh ^et Sac^ifitm be« Sinn« if( abet nic^t bem ®a4««' 
t^nm bee Einfeld proportional. Senn ein deine? Sinfet nm einen 
beliebigen SDBinfcl 5 »cic^ft, fo ift bcr entfprcAcnbe SBa^M^um bed@imtd 
größer, als lücnn ein Qrö§erer ©iufcl ebenfadä um s jnnimmt. SBdc^jl 
g. 93. ber iöinfet »on 5« um 10», fo i\i ber entfprec^cnbe iüarfjöt^nm 
bed @inud großer, ald bie 3una]^me be0 (^inud, »enn man einen ^inf el 
ton 75<» nm 10^ wad^fen (> obec mit anbeten lEBorten, obgtei«^ bio> 
S)i|fefen8 bet äBinfel 15« nnb 5» glei<( i|l bet ^ff^nj bet mnM 85« 
nnb 750, fo bo(^ bie Offnen) «n. lÖ« — wi. 5« gröper ald bie 
JDifferenj «2«. 85o — «m. 75o. 

S3cim eofinud ift cd umf^cTcBrt. ^Der ßofmud \Jon 0» ift 1, ber 
(SoPnu« oon 90o ifj 0; »ä^renb ber ffitnfel oon 0» bid 90o toä^^t, 
nimmt bet (Sofinud oon 1 0 ab; biefe ^bnal^me ift abee ni^t bee 
Snno^me M 8DinM# |)ro)>OTtiottaI, fie i^ fftt Heine SBinfel am Un%^ 
famßen; je größer bieSinfcl loetben, bef^o rafc^er nei^men i^re @oflnn9 ab. 

?luö bem Gefaßten ße^t ^eroor, ba§ fireng genommen bie 2)ifferen| 
jircier in ben Xafeln auf einanber fülgcnbcr @inuS fortroä^renb nm fo 
me^r abnehmen muffe, Je me^r man ficlj 90^ nd^ert. SBetrac^tet man 
btei auf einanber folgenbe ©inud ber tafeln, fo mA|te ßteng genommen 
bie ^iffeven) bed lebten nnb M mittleren Keiner fein, aU bie ^iffeien) 
bed mittleren nnb bed erften.^ ^er Untcif((ieb |toeier auf einanber fol« 
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^enbcr ©inuSbiffercnjcn fAHt akr mciftcnd auf fot(^c ^^ecimatf^ctlctt, ble 
tii^t mc^t Berüdflc^tiflt »erben. @o Pub 53. auf fec^ä J)ecimatf1enert 
((enau btei auf einanber folgcnbe ©inud unfeiei ^fcl: «in. 7o=0,1218f^ 



fü gto§ ift aber au(^ bie ^Differciij tey mittleren unb beS le^teren. 
finben wir alfo jroei auf eiuanbcr foTgeube ^Differenzen ßtetc^, ob^leic^ 
(Ic ed fiieng ßetiommen ni*t fctn fßnnen. ber ^^at ^^ätte man bie 
eiuu^ ))on 70, 7<) 10, 70 20" auf }ei^n ^Dccimal^ctten genau benimmt, 
fo müvbe man bie fragtii^^ifferettien nic^t mel^i; glei^ geftinben l^aben. 

^Darauö folgt nun, bag, wenn man nur fe(60 2)ecimaipellen UxMf 
fic^tigt, ojne merfUcben ^e^Iet angenommen txu'rben fann, baf inncrl^alb 
{weif r um lO^ i»on einanbet »etfi^iebenet S&in(e(gf Anjen bet SBac^tl^um 
bed ^nud bem Sa^etlwm bed SinfeU |)fO|»ottipnaI ifl. S)a 7* 
ttm 0,002886 »a^fi, »enn bet SDInfel um 10* §unimmt; fo mfarb ev um 
Ü,00}ibö6 X Vio; ober um Ü,üüü28öü june^^meu, wenn ber minUl 
^Qn 70 um 1' juniuimt. JDemna^ ifl 

sin. 70 1' = 0,121870 + 0,0()02886 = 0,1221586. 
gevner «m. 7^2' s= 0,121870 + 0,002886 X Vio ^ f- 

Sflad^ biefem ^Princip fann man ben ©inu« eine« jeben Sßinfeld 
bcftimmen, welcher janf(^en jmei auf cinanber folgenben SÖinfeln ber 
3^afet liegt. (Sin foltf^ed ^erfa^cen, g^ifc^enwertl^e bcrec^^nen, Ij^ei^t 
3nte(^olation. 

^ur^ eine gan$ a^nll<|e ^inter^oTaHett fann man au^ ben(So|!nnd 

fol(^er $ötnfel finben, bie gwifc^cu jwet auf cinanber fulgenben $Öinfcln 
ber 5£afel liegen, nur barf babei nic^t überfe^en »erben, ba| ber (^ofinud 
abnimmt, wenn bet Stufet todcbß. 

Unige!e^rt fann man au<^ but^ 2»nter^DtaHon ben ®{nfct befitnu 

men, ber ju einem @inu^ ober (Jofinnö gehört, ber nic^t unmittelbar tu 
ben ^J^nfeln rtel)t, fonbern gmtfc^en jwei auf einanber folgcnben ©innö 
ober (5c[iiiu5 ber ^^afcl liegt. (Sö fei üß. ber SÖinTel ju fuiten, bejfen 
®im^ 0,866324 ift £Der n&(|^^ Heinere ^afelßnud ift 0,866025 unb 
biefee gel^ilrt einem SinM »on 60« an. £Det nadifl gf dgeie 3:afelf{nu9 
if» mn. 60« 10' =r 0,867476; atfo bie ^ifereng be« na# (feineven 
unb bcö ndc^ft größeren @inuö ber ^lafel ift 0,001451; unfet @intt« 
ift aber nur um 0,000299 größer aU ber eiuud »ou 00% alfo i^ bet 
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Sie trigonometrifcfien Shtirn 



fragli^e Sinlef lim eine Slnaa^I n !f)ilinitien geafler aI9 60^ bie fl<^ }it 
10 ö«5dlt toie 0,000299 gu 0,001451, aTfo 

n : 10 = 299 : 1451, 
woraus fotgt n = 2', . . . 2:er Söintet alfo, ml^tx bem ©init» 
0,866324 öet)6rt, tp 60o2'. ßuj bequemeren 3ntet|>olation finbet man 
f^&nfis in ben 5£afe(n bie Afferenten bee onf einanbee fol^enben ©innft 
nnb Gofinnd in einee (efonbeeen Kolumne beifleffigt, fo baf man ni^ 
et(i nöt^iß i^at, bie 2)tfferenicn burc^ ®v[bttatHm fuc^en. 

(SS wirb gut fein, n?eun htx'Bd)üUt nic^t e^er metter ge^t, aU bis * 
« mit üieic^tigfeit gu jebem fccUebt^cn Sinfet ben ©inuS unb ^cfiuuS, 
nnb Jebem gegebenen ®inu& ober (Soflnud ben Sinfel mittelft bee 
S^afeln bni^ ^ntee^olation fnt^en {aitn. 

Die Stimme der Quadrate von Sinus und Cosinus. <Sinud 
unb dojlnuS eines f^i^en SinfetS bitben bie beiben ^at^eten eineS rc^t* 
»infeligen 5Dme(fS, beffen ^9))otenufe g(ei(|) 1 ijl; barauS folgt 

(«n.a)« + (eo8.a,y = 1 (1) 

unb olfo 

(ßUL&y = 1 — (coÄ.a)* 
9Sn,9k =s Vi — (c<».a)« 

nnb ebenfo 

«M.a = V^l — («fi.a)s. 

3fl bemtta(^ ber (SinuS eine« SÖinfelS befannt, fo fann man feinen 
(SojinuS, unb iß ber @ofuiuS befannt, feinen <SinuS berect^nen. 

BwfecTmung der Siniui und Cosinus von 80^, 46^ und 00^ 
3n Sifl. 3 fei ^ac^ = 60<>, a(fo a& bie 0eite eined vegeUnA^igen 
gig. 3. ®e(|dei!6. 3n bent eei^infeligen 

a • 25reierf acf ift offenbar 4.acf= 30o, 

unb »cnn ac= 1, fo ift a/= siii.^O^, 
SBenn «ber ac = 1, fo ift au(b a6 - 
= 1, nnb af = 0,5; e« iß olfo 
MA. 300 = 0,5 

nnb 

COS. 300 = Vi— 0,25 = VÖ^ 
= 0,866025. 
9lttn abet ifl Mfi.30<»=s<k».60<» 
nnb «09. 30« s=s «ui. 60«; mU^n (at man 
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m. 600 = 0,866025 

600 = 0,5. 

^tt ©inud unb ber (Sopnud eiued SinfeU )}on 45o f!nb einanbet 
(|Ie^, benn toie toix oben dcfe^en ^a^eiti ifl m. 45o=cof. (90® — 45o) 
== eo», 45». 9htn aict ift 

i$m. 450)1 + («0«. 45«)» = 1 

fo(gU(^ auc^ 
obet 



(«17». 450)« -|- («Mu 450)2 = 1 

2 («n. 450)« = 1 ; (sin. 45©)* = y, = 0,5 
ain. 450 = = 0,707107. 




Bttraohnimg dar Katheten redhtwinkeilSgBr Breleeke. fQtnn 6 
in dum n^iwinUU^tn ^ttM bie ^jppotenufe wnb btc ©iufel bcfannt 

8i0. 4. fo fonn man mit ^lüft 

btc (ginud unb ^ofinud ber 
aegebeiifit iS^infel bie bcibm 
ftatlcten bm(|iteit. 3n bcm 
fe<(tto<itMioett 3)re{ed gtg. 4 
fei bie »l^ppotenufe CM mit /i, 
bie eine Äat^ete A/iV mit 
bie anbete CN mit Ä"' unb 
htt bet @ctte jS'dtgcnAbcrlicgeitbeü^infctifC^ mit a be^cic^iKt. S)enft 
ntait auf bn ^ppoitm\t JJ einen ^punft F bcsei^net, »c^et »on 
ber @pi^e be4 ld<nfe(4 a um bie l^&ugenetnt^eit entfernt ifl, fo tfl ba« 
üon auf TT' gefäfltc ^erpeubifel FG bcr Siuu^ unb bcr^oftnud 
bed SinfeU a. IDUci^ bet ^e^re )}on bei ^e^ulicj^feit ber ^Dreiecfe ijl 
bemna^^ 

1 : MR.a sss IT : iu 
. Kttd biefer ^^Ui^ung giel^t man 

K H «n.a (2) 

ober in 2ßorten: man erhalt eine Äatl^ete eineä redjtmiuf clii^en 
2)reie(!ä, wenn man bie .^^ppotenufe mit bcm ^iuuö bc^ä ^iöinx 
teU muItipUcirt, welcher ber gefuc^ten «Seite c^egenübeilieot. 

güf H=zl(m>, a=a»aOo, ift J:r= 10000. «m. 30« =10000.0,5 
«= 5000. 

IBinn ir r= 524, a = 64», fo ift 

K = 524. «n. 640 = 524.0,898794. 
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X)ie tvißonomeirtfc^fn Sinien 



Slud bc( ^e^ntic^feit ber Dretcde, gtg. 4, folgt a^er au(^ 

1 : cos.B. = H \ K* 

Ef 7=^ H COS. a (3) 

b. ^. ttt Sotten: man finbet eiiu ftat^ete citicd rci^tiolttteUdeti 
^fcie<f9, wenn man bic ^^^oUnnfe mit bcm (Sofinnd be^ 
SBSinfetd tnuItipUcirt, »eli|^en bie d^f^^^^ itat^etc mit bef 

^9))otenufc bilbet. 

mnui in 4 632, a = 27o, fo ift iC' = 632.cö«.27o 
= 632.0,891007. 

lODenn in einem re^ttoinfeltgen ^Dreied bie ^ppoUnu^t 628' nnb 
einet bet beiben fipi|en mnttt 19« ifl, fo bi^enige ftat^ete biefed 
^reiftf«, wet<^ bem SDinfel oon 19« gegenubetttegt, 628 «m. 19o, bie 
aubcrc Äat^ctc tft 628 cos. lO«. 

3tt einem rcd;tanufcIto|cn ^reic(f ift bie Jpppotcnufe 6834', bei: eine 
muhl 230 35/; tote d(o§ p"^ ^te beiben ^at^eten? 

3;n einem anbem tefbtminteligen SDreieil ifl bie 49)>ptennfe 0,732, 
bet eine SBintel 78« IS'; mie fivof flnb bie ITat^eten? 

Um b«* bi«bee ®efflgte no<^> me^r einjUÄben, mncj folgcnbe« 93f{* 
fpicl bienen. 2)ic J&9^>otenufc be*3 red)hüinfeligen ^tciccfö ^tg. 5 fei 
gi^ 5, mit (7, bte Sta\f)tttn mit B «nb ^ be* 

geic^net, btc 2Btnfcl aber mit benicnigen 
griecbif^en Su^flaben, »eii^e ben9u<|i» 
p flaben bcv gegenftbetliegenben ©eiten 

entfpccc^en, fo ^at mm 

B — C sin. ß 
A = C cos.ß. 

gäUt man »on bet <Bp\iit bed cec^ten ^infetö ein $ecpeubifei auf 
bie 49potenttfe, fo ifit biefeö offenbat 

V ^ A gm.ß. 

^c^t man ben für A gefunbenen 9Bert| in bicfe (^teicbung, fo fommt 

p z= C cos.ß sin.ß (1) 

m ift abet au^ 

©ttbßitttirt man ^iet ben oben fftr B gefnnbenen SBertl^, fo fommi 

p = C suuß am,a (II) 

$)tefef ©ert^ ijl aber offenbar mit bem bei (I) ibentifc^j, benu 
«m.a = cos.ß, meil bie Stufel ß uub a 90^ ergangen. 
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^ux^ bad ^ei^enbitcl toub tie ^ppotenufe in (»ei X^cile a unb 
b gett^eitt, unb eft 

h SS B eo$, a =s B sin, ß 
fuh^iMA man fAt ^ feilten obigen ^ktt^), fo fommft: 

b = C (5itt./3)* ' 

feruet iß . 

itnb »enn man füt A feinen obigen SBetib fcbt 

a =5 C (co8,ßy. 
<Sd fei in obigem S)(eie(( C = 839, bete SGßintet = 34«; n^ie 

6rü§ tft i?, J, p, a unb b? 2Bie fltog (lub biefc ©tüde, wenn C = 1 
unb /3 = 670 

3)cr 9iabiu3 eined Ärcifcd fei 4<^*", wie öro§ ift bie Seite eiutd in 

btefen Areid befc^^iiebenen Snnfedd? Sie grof ba« and bem SKitteU 

pwan anf bie gilnfedtfettc gefAatc ^ee^enbitel? 

^ee fKRitteTjpnnftöwinfel in einem %ünftd ift 72^ nnb bemnacb bie 

720 

botbe pnfetffeite y 4 wl 360 = 4 X 0^67785, 

bad qj«^)enbifel aUt ift 4 co«. 36« = 4.0,809017. 

' ^ Sltittelpttnfidwinfet eine« teaefmA9ia<n nll^ctd ift ; barona 

71 

etgiebt fitib bie ^albe ®eiU eine« ugelm&§igen n(&di, welcbe« in einen 
^eid »om Olabiud r bef($rieben ifi: r.«n. bad auf eine SeUe bed 

360^ 

n@<td gefäQU Sßer^eubilel ifi abet r.eoa, 

'jtoreohnuxig der Bypoteniue. ®it l^aben oben (S^tei^inng (2) 7 
gefe^en, bag K = H batavA folgt abe« 

■ t • •••••••••• (4^ 

ff It* a 

ba* ^ci^t in Sorten: man finbet bic .!^9potennfe eine« rec^t^ 
winfcUoen ^reiedä, tvenn man bie eine ^at^ete burc^ ben 
©innft beg SDinfeU biotbirt, melcbee ibf geoenAbetliegt. 

4Sd fei ). bie eine Stai^tt eineg tec^twinfeligen IDeeietfg 324, 
ber i|e gegenöbeeliegenbe SBiufet 62<»; »ie geo( ift bie 49potenufe? 

fl&ie ^ben «ber oben, ®Iei(buug (3), auc^ gefunben, ba$ 
A' = JI COS. a 
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12 £)ie trigonomelrtfcj^cn hinten 

haxaui folgt 

_ K* 




b. ^. in Sorten: man ftnbct bte ^ppotenufe eineö tcä^itointtU* 
gen iDretccfä, n>eun man eine .^at^etc bur4> (Sofinuö bed 
SinfeU bioibirt, nti^tn biefe jtat^cie mit htt ^ppottnuft 
rinft^Ucft. 

de fei ). 9. bie eine jtat^ete eine« ve^twitifeU^eit S^reic^ 27', be« 
IBinfeT, ben fie mit ber «^ppotenufe bitbct, 38^; »ie gro^ ift bie 
^oienufe? 

^apt man bie beibcn eben gegebenen S'icßeln jufammen, fo fann 
man fie fo audbtAcfen: ^Un finbet bie ^ppotenufe eine« ttä^tminUU^tn 
2)ieietfe, mttti man eine Stat^ttt mit bem @inne bed ^edenübefliegen« 
ben, ober mit bem (Sofinni» be« anUegenben fßinfel« bii»ibirt. 92atfti1i4 
finbet man {ebedmal baffelbe 9tefultat, n>ei( \a ber ®inn9 be« gegenübee» 
Petenten ffiinfel« bem ©oflnue be« anliegenben ßleidj ifl (§. 2). 

8 Borechnung der Winkel eiues reolitwinkeliipdn DreieokB. 
Sind ben i^ieic^ungen (2) unb (3) folgt au(b 

K 

sin. a = "-g- (6) 

eos.9k = -jj (7) 

ba0 ^ei§t in Sotten: wenn in einem tei^twinleligen ^reied bie 
btei leiten begannt finb, fo finbet man ben ©inne eine« bev 
fpiben ®in(el, wenn man mit ber ^^potennfe in bie j^at^ete 
bioibift, weT(|e bem fraglii^en SBinfel gegenfibetUegt; ben 

Cofinuö eincö ber beiben fpifecn Söinfet finbet man aber, luenn 
.man mit ber .^i;potenufc in bie anliegenbe Äatbcte bivibirt. 

(Sd feien j. 58. bie beiben Äat^eten eineö rec^tn?infeligen T^retecfd 
3 unb 4,'fo ijl tttannili^ bie ^p^otennfe 5. ^er ^inn« M SBinfeU 
% »el<^ ber Jtat^ete 8 gegenüberliegt, ift %« ^ <Sofittttg biefeg fB^in* 
feig ift Vs. «ber % ^ngteif^ ber ©inn« beg SDinMg b, wefi^er 

ber Seite 4 gegenüberliegt, unb ber ^o^nnö biefed ©infel«. ' 

^Da nun ber einn§ nnb C^ofinuö ber beiben fp^jjen Söinfel befannt 
ftnb, fo finbet man leitet bie cutfpref^euben ißiufel 'elbjit mit ^ülft ber 
Slafeln. ift 
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3>er nÄc^fl ftetncre ©inud, votl^tx flc^ in bcn hinten anßetjanötcn 
.3:afcln ftnbct, tfl 0,599489 unb btcfer gehört einem ffifufcl v^on SßoöOnn. 

3)ei: ndc^fl gtopere i(i 0,601815 unb bfefer gehört einem ©tnfet 
]»ott 370 an. S>ti gefuffite Sinfet liegt alfo iwiftlictt 36050 unb 37o. 
9{a($ bem in 3 an^t^thtntn iQerfol^ctt Cann bet SOInM genau bf 
pimmi »erben. 

(S9 fet 15 bie »ipppoicuufe, 4 bie ^nt^ete eined «(^tmiufcligen ^xeu 
e(f§, fo ifl Vi6 <Sinuö beä SÖinfelä, welcher bcr Stai\)tk 4 gegen* 
übetliegt, unb bei @ofinu§ bed Einfeld, mi^tn bkfe ^at^ete mit ber 
49l^otcnufe bilbet. (&d iß Vis ^ 0,26666 ... wie gtof {inb bemnat^ 
bie beiben feilen SBinM bed fcafii^tn ^teieit«? 

Sinus und Cosmus der Summe zweier WinkeL ^eitn ©ittttft 9 
unb (S9finu8 |ioeier SOinfel a unb b betonnt finb, fo fann man ben 
Ginud unb bcn dolbtttd bev SBinM (a b) unb (a — b) bete^nen, 

unb imt mit ^ülft einiget Wormeln, bie fogleit^ entwitfeft wetben foHen. 

S« ^ig. 6 finb bie SÖiufel a unb b fo jufammengefteUt, bfl§ fie 
einen <^enfel CM unb ben Scheitel gemeinfc^aftlic^ ^aben, unb ba§ bie 
mg 6. ^ä^ntü CA unb CB einen Sinfet 

mit einanber nuu^en, ntUitt bet 
^umme ber SBtnfel a unb b gtei^ 
ifl. ©ejei(^>net man auf bem <Bä)tnttl 
CA beä SinfcB b, mi^tx bcn 
beiben ^in!eln a unb b nic^t ge« 
meinfc^aftUf^ iß, einen $unft /' fo, 
baf CF = l, f0 i^ bag i»ott F 
G N «uf CB gefällte ?)}er|)enbilel 

FG = sin. (a + b). 
ferner ifl bad \>on auf ben ben ^infeln a unb b gemeiu|c^aft' 
litten ^tnUl gefaßte ^erpenbifel 

I)Fsz8m.h 

unb alfo an^ , 

CG = eo8. (a + b) 
CD = coi.h. 

man nun oon D bag ^er^enbilel DH auf FG, fo wirb 
bttbuic^ -PG^ in jmei Jl^eile get^eilt, unb cd ifl 

«n. (a + b) = + HF. 
<&d (omntt nun baraitf an, bie beiben <&tü(te unb HF .^u 
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2)ie trigonomctrifd^m Sistfen 



Icfe^neiu i(l olf^nto KG^DN\ DN OiU ifl Me eine Jtttt^ete 
be« tei^twinM{gett 5Dceietfd CPiVr, folglich iß D^T* =s (7J9.«if}.a 

(f. 6); ba rtbe« CD — cos.h, fo iß 
GJI = DN — cos.h ffin.a.. 
$)ct Sötnfcl ift ahtt ^Uifi) bcm ffiiufel a (©eometric §. 8), 

fotftUil^ iß FR^FD.eoB. a; fef^t mau fiU i^i^ feinen ®e(t^ Mti.b, 
fo tommt 

= m.b dicw.a. 

@t(^ man nnn cnbU«^ btc Qefitnbencn Skctl^e »on ITF nnb RQ 
in ben fflett^ t>on «n. (a -j- b), fo fommt 

sin. (a -f- b) = sin. a cos. b -[- .nn. b cos. a . . . . (8) 

SDit »oUcn biefe gonuel anttjcnbeit; um diu 75<* ju bere(^>nen; 
750 3= 450 -f- 30», mitl^in iß 75o = «n. 45« X SO» + «m. 30» 
X^* 45, nnb wenn nton fix tm. 45«, CO0, 46^, tku 30« nnb eot« 30« 
bie oben in f. 5 f^on berechneten SBßert^e fe^t, 
Mfi. 75« = 0,707107 X 0,866025 + 0,5 X 0,707107 = 0,966926. 

^ud beijeiben gigur täft fit^^ au(^ ein ^ect^ für co«. (a -4- ^) 
ableitetu 

= «w. (a + b) = CJVr — Ö^JV. 
Kne bem S)veie<f CDN tt^m ßc^ 

= CD»co8,tk = <xw.b.<»)9.a. 

(Sd iß aber ferner 

GN = HD = FD,8in.& = sin,h.»in. a. 
@ebt man biefe Sert^e t»on nnb GN in beu Seitb »on 
0M. (a b), fo tommft: 

co$. (a b) = eo».a oiw.b — Mka räkb • • • • (9) 
tta4 biefer gönnet iß atfo 

C08. 750 = co^. 45« €08. 300 _ «n. 45o sin. 30o, 
3)et ©c^üler fu^re tiefe JRe^nuug aud uub »erfllcic^e ba« öiefuUat 
mÜ bem in Ui angehängten ^fel ße^enben SBett^ oon cos, 75o. 

10 Siniui und CkMdnns der Diffarens sweier WinkeL Stuf ä^n* 

lic^c Sßeifc Idjjt fic^ auc^ ,s??/. (a — b) uub cos. (a — b) beßimmen. 
(Sd fei in «ig. 7 4 3f(7yi = a, 4:3/(7^ = b, fo iß ^ilC^ = 
a — b. ^er ^^tnlti MC ijjt ben beiben ^infetn a nnb b gcmetnfc^aft^ 
U<^. 9e|ei<(net man anf bem ^enfel CA M SinfeU b, toeli^ef 
ben ffiinleltt a nnb b nii^t gemeinf^aftlic^ iß, einen ipnnfi F, fo haf 
FC s= 1, fo iß bad fperi)enbi(el ' 
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js^ö = «m. (a — b) 

CG COS. fa — b) 
FD — sin.h 
CD = eo8,h. 

%m moti ^ntw »0« F eitt ipcrpcnblfel FffavfDN, fo ^at niait 



«ig. 7. 




i^ö = i?iV =z DN DH . Cl) 
2)a aber 

i>iV^ = CD.än.Sk =s c<M.b.nn.a 
ititb 

fo ifi enbltct), »enn «lati ffit F6r, DN 
unb i^rc ©ert^e in (I) fefct, 
^„.(^a — b) = sin. a . cos.h — cos, a «n.b (10) 
-B 9la^ tiefet gomel ifl 

«öl. 150 = (450 _ 300) — 
«tfi. 80« — «i». 30«> öM. 45«. 

mn fcfee ^{cr für «n. 45», cos. 45«, «». 30o mh eos. 30« bie 
oben flefunbciien SEßert^e unb fü^rc bie 8Rc(^nuttö au«, fo n>itb man 
einen mit ben %Aftln übeuin^ntmenben ^c(tb finben. 

9lutt »oHen »it {u bet Seie^nnuft wn «w. (a — b) ftbeige^ 

3n giß. 7 ift 

COS. (a - b) = C(y = CiVr + 2^6? 

e« iß abev 
nnb 

atfo 

cös. (a — b) = <«)«.a «».b + «w-a «»i.b . . . , (11) 

9l<i^ biefet gormel ifl 

CO«. 150 = COS. 450.005. 300 _|- gin, 450.«». 30o. 

^te Ke^nnnfl ift au^^ufn^ien. 

BntwiokeLiiiig ws&terar WtamOiL h ®ebt «tan in ^Uit^nna 11 

(8) b = a, fo lowwt 

sin. 2 a — 2 dn, a co«. a C^-^) 

$ittf bicfelbe Seife txHM man aue ©leic^ung (9) 

00a 2 a SS Cflo«.a)« — («tn.a)« d^) 
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16 Cie tri^onometrtf^^cn Smicn 

©efet mm in biefcr Ujjtcu ©Icic^uug für cos. fernen ffiert^, 
1 — CM«.a)2, fo fommt ' ' 

COS. 2 a = 1 — 2 («n.a)* (14) 

itttb loenn man in ^le^utto (13) fAv (Mn.a)> feinen Scct^ 1 — (ooAa)* 

fett, 2a SS 2 (<x».a)s — 1 (15) 

IL ©ummirt man ©(eic^ung (8) unb ©Icic^ung (10), fp fommt 
sin. (a -f- b) -j- sin. (a — b) = 2 sin, a . co«. b (a) 
giel^t man ^lei^ung (10) ))i>n ©let^ung (6) ab, fo fommt 

wi. (a + b) — da. (ßk — b) = 2 co*. a . b (6) 
man in btefen (S^Ui^ungen a -|- b s= fn nnb a — b =; n, 

fo iß a = — j— unb b = — g — , unb wenn man biefe ^tii^t 

i>on a uub b in bie ©lei^^ungen (a) unb {b) fubftituirt, fo erJidlt mon 

m. m + «ifi. n = 8 Mfi. — g— . eo$, — | — . (16) 

o m-|-n.m — n 
«n. fTi — sin. n = 2 cos, — ^ — .sin, 1 — . (17) 

HL ®ttmmiti man bie 0lei<i^tttt(|ett (9> nnb (11), fo fommt 

eos. (a -j- b) 4~ (* — ^) = 2.«».a.«)Ab 

nnb »enn man fit a itnb b i^ee ffietli^ ^ ^ " unb ^ g - febt, 

eos, n = 2m. — s — .<k» — = — . (lo) 

2 2 

3ie^t man ba^egen bie ^leic^ng (9) oon ^(eif^ung (11) ab, 
fo fommt 

eos, (a — b) OM. (a 4* ^) =^ 2m.a.jtti.b 
nnb »enn man fäe a nnb b il^ee obigen Sett^e fe^t, 

- . m + n m — n 
eos, n — eo$» m = 2 «tm — g — .«». — g — . 

Construction der Tangente. 53cjetc^nct man auf bcm einen 
©(^eufcl CB etncS 2DiufeI§ a, 8, einen ^unft B, bet um bie 
Wngeneinbeit com «Scheitel C entfernt ift; errtdjtet man aldbann in 
H ein g^er^enbitel, fo t^i^t bae s»if(^en beibe (^enfet fafienbe @ht(f 
ES biefed g^er^enbtfeU Tangente bed SBinfele a. 

3«e Uebung con|htti?e man tanj. 10®, tang. lO«, tang. 36«, <an^. 
450, 540 u. f. ». 

S&enn bet SBinfel 0 ifl, fo iß feine Tangente ebenfattd 0; mit 
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njad^feiibem SfBtnfel trad))} auc^ bic ^Tan^cnte; |!c n?irb = l filr a = 45o, 
beim in bicfcm gaU ift in gig. 8 jcbci; ber beiben fpifecn 2Binfcl be« 




S>teie(td CHS ^iti^ 45», bae^cietf 
fel^P muf ülfo ein gleid!»f4enfelise« 

fein, folölic^ ifi fnr biefcn gatt CE 
= = 1. ffiadjft a über 45« 
^tuau0, fo macfcft tang,^ fortira!?* 
renb, biö eublic^ für etueit rechten 
^infel bie ^ngente «nenbU^ 
t»{rb; benn (Denn a ein re^^tci IBit^el 
ifi; fo tauft ber €^en(c( CA mit 
bcm In Ä eni<|tctett ^Perpenbifet poroüer, ba0 in R enidjtctc ^tx^txu 
btfcl fvinn mithin nicmalö bicfeii (Sdjcufcl bnr^fc^nciben. X^a^ in 7? 
errt*tctc ^?crpenbifel ifi burc^ biefe» ©(|^«acl ni^i befirdnjt, ob» mit 
anbeven iÖorten, cd ift unenblic^. 

2)ie ilaiiöente n^t in bemfelleit tSer^atinif wie bet ©inM, 
fiBettn bet ffiinfel »on 0« oii to&«|l, bie ^[attQente «tifnug« lanQ* 
fom; bann fi^neHet nnb fc^ncITcr, fe ntcl^t fc^ bcr ©infcl einem redjtcn 
nÄ^crt. 3)ie.:j fnnn man mit anbercn Söcrten au(f> fe anebrücfen: lücnn 
man irgenb einen ©infel a um einen ©infel 6 »ac^fen lä|t, fo i(i bei 
cntfprce^enbc 2Bad3ötf?nm ber Jlanflente ttm fo grdfee, ie nd^et a einem 
teilten minUX iß. U^i man a* 9. einen SBinlel »on 70« nm 10» 
warfen, fo ifl bee entfjMce<|enbe SOa^dt^um ber 2:fln9ente ßiöper, att 
»enn man einen ®fnfel »on 20« nm 10» ma4ifen liege. 

Construction der Cotangente. (Srric^^tet man im Scheitet C bed 13 
ffiinfeld a, gig. 9, ein ipetpcttbifel auf bem ©djcnfcl CJS, fo ift bcr ba* 

bnrt)^ eniße^enbe lSQ)infel b bee 
<St04nittngdwittfe( oon, a» affo 
a + b = 90« 2Ro*t man 
auf biefcm*]]irpcnbifel C7 — 1, 
jiel^t mnn bann bnr^ T eine 
ginte ^jaranel mit OB, fo ift 
bad etäd T V bcrfelben bie 
Sangenie be« fBinttU b. 3)ie 
Sangente be« iSrgangungdmin^ 
feld b fü^rt aber a\\6) ben 9Zamen 
(Sotangente oon a, e^ißalfo 

rfilUr, tbtnt Ulf» fvl'ärifdjc liiäoiuunciue. * 
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Sie ir{goitoiitilrif4»ni Stnteit 



eotang,h = tang^ (^R a). 

0d Tei(^t bedl^^alb ^iii, tn ben Zafthi bie Tangenten itnb ^otangenten 
ber ffiinfel »on 0© bie 45" cinjutrogen. 3n ©cjiebuufj auf bic flan^ 
gcnten imb ^otanflentcn ift bie Einrichtung bcr tafeln bicfclbc, bie wir 
oben für ©inud unb (Soflnud (ciinen ^ctexnt fabelt, U tflT bcd^alb f^iit 
feine toeiteve QcUutectttig nft^io. 

(Sotatigente einte fB^inttU 9on 0^ i{l nnrnbliil; mit »milfen«' 
bein fBintel nimmt fle onfang« rofcb, b<inn «be? um fo tangfomer ab, 
je mt\)x ber Söiufel yo» nähert, für 90« ewblicj> wirb fie «WuH. 

14 Relation zwischen Sinus, Cosinus, Tangente und Cotangeiite. 
3tt fi^ 10 fei CJi SS C/^ =r 1, & unb RS cecbtmiulelie auf CR, 



«^ifl 10. 




fo ift CG = eo9,A, FG =s mla, RS 
= tang. a. Slott ^at aber offenbav 

CU : GF = CR : RS, 
ober wad baffelbe ifl 

CO«, a : 8in,Sk = 1 : tang^dt, 
unb baraue 

Äin. a 

tang. 2^ = 



(19) 



9la(^ biefee gomet tann mau bie ^Cangente eined SinfeU beiet^' 
«ctt» »tnn eimH unb doflnnft beffelben befannt finb, fo ift 9. 

tang. 30« = f^^' = 775^^ = 0,577350. 
C08, 300 O,86602o 

3tt 9 (Inb bic beiben $)reicrfe (7i25 unb Cr7 a^nlit^, b.Mm 
e« ift leii^t |n geteen, baf Sintel CSR b nnb mivXti CVT=z% 
iß. ICit# bei? lletnli^Mt biefet iDteieife sie|t man abee bic ^Toypvtion 

CR i RS ^ TV i CT 

•bet 

tooraud folgt 



1 : tang. a s= cotcmg, a : 1, 

1 



coiaing,9L s 
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Q^tt man in €^Iei4img (20) fftt tei^.a feliteit IDntl^ — fo fo^ntiut: 



60«. a 



^ Ml. a eo8. a 
cotang, a = 1 : — = 



c0 i{l mitlitt awl 



«><anflf. aO« =s ^.^ ^ = '^^j^ = 1,732051, 



Tangente der Summe und der Differens sweier WinkeL 15 
fOaVf von toti^. (a b) (Inbet man ouf folgcnbc Seife: 

, , #m. Ca + b) wi. a cog.b «w.b cog. a 

^* 005. ( a b) ^ CO*, a üo*. b — «n. a sin, b ' 

bii»ibi(t man ä^W^ unb ^)lettiut butcb co«.a co^.b, fo lommt 



fang, (a -j" ^) = 



SOLA . «n. b 
a ' COS. h 

j «w.a jM.b 

0o«.a * oof.b 



unb bataud enbli(|» 

, tano. a + ?ana. b 

tefMP. (a + b) Ä -5 — 2— — \ — _ — _ 

^ ' 1 — fang, a iaiig. b 

Kuf &(nU<(e iSeife {iabei man tan^r. (a — b): 

. , sin. (a — b) «?j.a ro^. b 
tonjf. (a.— b) = — 



(22) 



(28) 



909. (a — b) 60«.a eoab -f- Mfi.a J^b 

nnb batauft 

. ^ toncr. a — (anq.h 
taf ig. (a — * b) s= — f— , ^ . • . . 

▲nwmdiuig dar Tangente bei der IMreohinmg reehtwlii* 16 
keliger Dreieoke. ffienn in einem ncttwinfeligen IDreied eine StaX^ 

^i^. 11. nnbbetfßinfelbefanntif}, 

welcher ber imbcfaimtcn 
j^atfyete gegenüberliegt, 
fo (ann man mit ^Aife 
bet ä^nngenle biefeft fäin* 
UU bie fe^Ienbf Antrete 
beiec^uen. 3u bem vi^U 
mnUU^tn^xckä C N Mf 
gig. 11, fei bte ^at^cte 
nnb ber SBinfei MCN =: a befanni. iDentt man |ic( auf K' einen 
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^^mmH R 6cjci(^net, bf ffcii ©ntfcrnting ocn bcm @c^e<te( C be« ffiinM« 

a ßtcic^ 1 ifi, unb in R ein ^evpeubifcl 725 errichtet, fo ifl btefcä gJw* 
penbUel ^an^.a; mait ^at »cgen be( ^e^ulic^feit bei ^teie^e 

ttiib baraud 

K = jK? iang, a (24) 

ha^ l^eift mCt Sotten: man ftnbet hlt tim ftat^ete eince tt^i* 

winfeUgen ^reiedd, »ntn man bif onbere ^at^ete mit bet 
Xaii^tnit bcdjenioen ^infele muUipUcict^ weichet ber ge« 
fttt^ten ^at^etc {jegcnüberltccjt. 

Sßti^pUU. 1. 3)ie eine Aat^cte eined tec^twinf etilen l£)rei((id fei 
327', bev Sinfct, ben fie mit bef 49|potcnnfe bitbet, fei 25«; wie gtof 
ift bie onbeve j^at^ete? 

2. 3Bcnu ein öeobn^ter 156' weit oon einem ©aume entfernt iH, 
mnn fein ^uge 0, gig. 12, 5' über beui ^pben fiä) befinbet, unb bie 

9i9. 12. 

'S 




buc(V Oaö iJiuge imtl? Oeiii (Gipfel t)eö ^aume^J flcrid^tctc (Seiabe einen 
Sinfel oon 36<> mit bec ^oti^outalen iSbene mcLä^t, bie ^öl^e bed ^aumed 
gtt berechnen. 

3. (Sdminfei eined eegetmAiigen giinfedfO ifl betonnttic^ 

'•^«^-^^• = ./,«.= 108». 

^eutt man f^c^ ^on bem 3)littelpunfte einen Sf^abiud na(b einem (Set ge» 
logen I fo iüMii ee ben %mftd^mnUl, biefer fllabind ma(|it alfo mit 
bcePttfeifdfette einen 9&in!e( oon 54o. %m man nun oon bemlERittel« 
punfte ein $er]penblfel p auf bie günfeddfeite «S, fo entjicl^t ein tt^ 
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»infcHgcd JDrdccI, beffcn ^-^ppotcuufe bcr 9^^abiuS, beffen eine Äat^ctf 
bic ^albc gintfc(f3feite -S. Vs» «»^^ Neffen anbete Äat^etc baö ^crpcnbird 
p IDes ^in(c(, meldet bcm ^et^fiibilel p gegenu^eiltegt, ifl 04«, 
man hmm^ 

p zss ^ , lang. Ö4o. 

5 S 

$a tiitn ber ^albc Umfand bcd guufefid iß, unb matt bengld^ 

d)eniu^aU J bcd rcöclmd§iöeu güufecfd erholt, njeini man beii ^falben 
Umfang mit bein ^etpenbUet p muÜt|>Uci[t| fo etgiebt fu^ 

J == ^ . I . tang. 54« = . lang. 54o. 

fS^tc firof ber ttumetifi|e SBcft^ »on t/*, toenn 5 r=s 2,7"? 
$)ur(^ gan$ ä^nlic^e Setrac^tungen er^&(t mati aQgemeiit ben 
^alt cineö regclmößtgeu Sßielccftj i?on JSI ©eiten. 



^ ®(^ü(e( baff nicbt c^cf »eitCT ge^en, ala bi# Cf {i(b ^»oQjlänbig 
l»9ii beit Sflif^tigteit biefet S^^^^ übergeudt l^aL 6c(ft man §. 8. in 
Wefc gotmet JV = 10 unb S = 9", fo erhält man beu eine« 

regelmäßigen ^t\j\\td^, nn welcl^cm jcbe 5cite 9" lang ifit. ©ie gro^ 
t(l b« 'ixi^oXi eines rc{^eTma§igcn 3JüölfecfiJ, wenn jebe «Seite 3,5' lang iß? 
Hu« bes ©Ui(^ung iC, = iC" tang. 9k folgt: 

ton«/, a = (25) 

baS ^ci§t in Sorten: man finbet bie Jlautjente eincd Einfeld 
in einem rccfctiuinf eligcn 3)tcic(f, lüenn man bie biefeni 5Öinfel 
gegenüberliegenbe ^at^ete bnrc^ bie ibm anliegenbe bioibirt. 

iSDfire |. SB. in einem tei^tminleltgen ^teied bie eine itat^cte 4, 
bie anbete 3, fo ifl bie Tangente be9 Sintela, tpelf(ev ber i^at^ete S 
gegenüberliegt, V4 = 0,75. ©nc^t man Wefe %m%t)xU in ben Jlnfeln, 
fo finbet man ben zugehörigen 2Binfet. 2öenu (Ic^ ber bercd^ucte iöert^ 
bcr Tangente ni^t unmittelbar felbft in ben tafeln finbet, fo finben fl(^ 
bod) $n>ei @)rän^en, ^^if^^^n benen er liegt, unb man tann aUbann ben 
Fintel fetbß burff^ eine einfat^ Sntetpolation (S. 3) beftimmcn. 

Die trigonometrischen Linien im Kreise. «gÄußg toerbett bie 17 
trigonometrifft^n ^nien auf fotgenbe Seife befinirt: 
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ßie^i man {n einem iMftf beffeu ^albtneffer g(ei(^ 1 tfl, gioel 
diatien CF unb Jig. 13, bie einen ©tnfel a mit cinanbcr machen, 
gig. 13 fo f)tiii bad oom (Snb^unft F beö einen 

{Habiud auf ben andern gef&Hie ^erpeif 
bifel FG ©inuft M Sfi^infeU a, ed aUt 
bei iSofittitd belfelien. 

ßie^t man In Ä eine ©erü^reubc an 
ben ^?rei«, fo iji baö Stüd berfelben, rocl* 
ö)t^ jroifdjen -ß unb bct QScrlangentng bcd 
^albmeffetd CF (legt, bie Tangente beft 
Sinfett a. i>it ^ngente bee Wnfü^, 
wel^e ben SBinfel a |n einem u6)kn ergänzt; ^ei$t (Sotangente be0 
Stnfeld a. 

Ü)Jan lüirb leicht überjcugen föuiicn, b«§ bicfe ^Definitionen 
ni^i im SefentUc^en oon ben oben gegebenen untetfc^eiben. 

iSonfhnitt man in einem jtreife, beffcn Slabine nii^ 1, fonbeen 
10000000000 if^, ^nien, n7e(i^e ben Itigottomehifi^eniSinienentfvcec^en, 

fo fmb (ie natürlid? je^utaiifciib iJiiÜionen mal qröper aU bie in einen 
Ärei« conf^ruirten, bcffcu ^abiud 1 ifl. <Bq ift j.B. «tVi. 36o = 0,587785, 
unb bie bicfem Sinuö entfpre(^enbc, in einen 5^rciä \?en einem 9fiabiu* 
giei(f^ 10000000000 eonfNuiefte ^tnU ifl 5877 850000. (5Die Übten oiet 
mit 0 andgefftOten stellen |inb natfltU^ ni^i genau.) 3)ee Sogarit^mc 
biefee (ebteten 3a^( ifi bemnai^ an<^ um 10 großer, M ber Sogarit^me 
»on «n. 36°. 3n ben meiflen logarit^mifc^ trii^ouometrifc^en 3!afcln 
fiiibct mnn alfo nic^t bie ^ogarittimcn ber eigentlichen trigonümctrifc^en 
Linien, fonbern bie i^ogaiit^uten berjenigen Linien, meldje, bcm Sinud, 
^Softnud, bev Slangeute unb (Sotangente entfpte^^enb, in einen l^eid eon^ 
fteniit finb, beffen SKabind 10000000000 ijl. 



18 Seoante, Coaeoante und Sinus Versufl. 919 febt xoax nwt t)i>n 

ben tkx triflonometrifc^en Linien bie 9iebe, njelcbe fic^ in ben Jtafctn 
finben, nämlic^ »om (Sinud, t)om @ojlnud, bei Xangente unb bei: (So^ 
tangente. Sit l^aben nun no<b einige anbete trigonomettifi^e guucüonen 
gtt betta(|tten, meli^e gmar »enigee oft bei |»ealtif4^ dteii^ungen vor« 
fommen, beten man fH^ abet oft jur fBeteinfai^ung iufammengcfebtee 
gotmein beblenen fann. 

^ie (Secante beö Sinfeld a ift bie ^y^^oienufe CS bed xt^U 
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»infellften Dtetedd CSE, ^tg. beffcn eine Äat^cte CB ^Ui(^ 1, 
htfStn anbete Kathete i2<S abw 0(ci(|> ton^.a ijt (Se ift benmcK^ 



Sig. 14. 




@e|^t ^an füi iang.a, feinen Seit^ 

«in. a 



cos.a,' 



fo fommt 



ober 



(sin, a)* 
(CO*, a)' 

MO* a SS 



(0ot.a)^ 



a 

Man ^äiit biefen Sertb »on sec, a au(^ bücct au0 bec ^etca(^tung 
ber ableiten föuueu. 

SHc (Sofecattte be« ^in|eU a iß bic ^ecantc bte Sinfcle, wcd^v 
bf n ^faiftl a iu einem rci^ieii eTganit, bcmiiac^ alfo 

iC0HC.9,y =: 1 + (cotang.3i)9 

ttttb 

1 



cosee,& — 



«tft.a 



2)er «Sinud 33crfud ober OucrfinuÄ eine« SÖinleU a wirb er* 
Italien, n>enu man cos.a. \)on 1 abriebt. <Sd iß alfo 
«t».i;«rA.a = 1 — c*o«.a. 



Die trigonomotrisohaiL FanotioiLen stumpfer Winkel, fßitm 19 
man na<t ben in ben 8$. 1, 12 nnb 13 gegebenen ^efiniKonen ben 
€inud nnb ben (Soflnud, bte 2!angente itnb bie (Sotangente fiumpfer Sinfel 

in conftniitcn ijerfu(^t, fo treffen bic nnd) ben citirtcn Zugaben 511 fällen' 
ben ober ju erric^teiibeii ^^crpeubifel nic^t mt\)x bcu anbern Scbenfcl bed 
IlBinfeld, fonbern bejfen Verlängerung, unb babutcb treten äJlobificationen 
ein, welche wir näber betrac^^tcn miijfen. 

®(|^neibct man auf bem einen 64^nfel CA, gig. 15 (a.f.@.)f 
pimpftn ®infeld SCA, ben »ir mit a be}ei(^nen woflen, ein ^tüä CF 
ab, njclcbeö ber Sän^cuciu^eit gfei<^ ijl, fo tri(tt eine i>ur(^ F re(^tiüinfeli(j 
2um anbern ^c()eufel CB gezogene ^inie ni(bt nie^r ben (^c^enfel CB 
felbji, fonbern befTcn ^I^erläiigcmng CV, 

^a« $er)>enbifel FG iß nnn ber @fnn« be« ßnm^fen SBin« 
(e(ft a ^iefed ^crpenbiTel iß aber aui^ bet Ginne beft Oinfctt 
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Ii; 



weTf^er a §tt ISO^ ergänzt ober mit Aitbercn SDoticit: bet @{ntt9 etned 

ftum^fen $5infel3 ift flieicj? bem ©iuuä |vi|}€U dltbtti* 

»ittfeU; ift alfo j. S. 

«m, 1000 = sin, (180» — 100«) = sin. 80» 
«in, löQo = wi. (1800 — 1500) = m. 30o 

ober aü^mtin 

«m. a = mi. (180« — a) (26) 

a)a bet <Sinu0 be^ jiumpfen Sinfclö a, mit G'F', bem ©inud 
f^ift. 15. fined »on bemfclben 

©c^cnfcl an 
i&^Iten fi>i(»cn SinfeU n, 
gleü^e l^dgc sk b« fflU^ 
tmig bcd ©(Renfert (7B 
l)at, tubem bcibe ober* 
^alb DB liegen, fo 
fommt atfo bem @intt« 
(itted fhtm^feit SBinfett 
baffclbe SBorsei(^en mit 
bem <Simtö eineä fpifeen. 
5)arauä flc^t mm ^eroor, ba^ jebcr Stnud gu gleichet ßcit jioei 
Sßinfelu aiigeprt, einem f^)ifeen unb einem fiumpfen. So Qc^ört 5. 
bet ©inuS 0,42261b bem Fintel t>on 25« unb bem Siniel oon 155o 
an; bet ©inud 0,829038 ge^j^tt bem mntti Don 56o unb bem SBinfel 
»on 1240 an. SBenn man bemna^ Stefuttat einer aHe^nung ben 
gittu0 etne§ SinfeW flnbet, fo tfl c3 noc^ jtveifel^aft, ob ber biefem 
Sinuä entfprec^cubc fpifee ober ftumpfe ffiinfel ben ^^orberungcn ber 2luf* 
gäbe entfpri^t. 9}2an^mat leiften beibe ben ^ebingungcn bet ^ufga1>e 
Genüge; fol^e gäKe wetben mit fp&tet no«^ (ernten Ictnen; man^mal 
au^ nur einet; ®o ^aben mit gefunben, baf, wenn in einem tet^t* 
»inleligen ^teie<t bie 49))otenufe 15, bie eine Statut 4 ift, 0,266666 
bet @ittttd be« ber Äat^ete »on 4 gegenübetlie^cnben Sötnfelö fei. 
iE)ei <Sinuö 0,266666 gehört aber einem fpttjen unb einem ftnmpfcn 
Sinfcl an, bet ftumpfe Söittfcl mu§ obei bei unferet ^üirlöfung ganj 
anggefc^Ioffen bleiben, »eil In einem te($t»in(eligen 3)teie(ie lein ßunq>fet 
SBinfel i^ottommen fann. Obgtei^ alfo bem ®inn9 0,2666 ... an<| ein 
Itnm^fer SBinfet entfpti(|t, fo mu{ er l^ter boc^ unberfidfi^tigt Bleiben, 
»eil er ben übrigen ^ebingungeu bet ^iufgabe nici^t (genüge (eijlei. 
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S(nberö »ct^SIt ftd^ mit bein C^ormuä )hunpfer Sinfcf. *r)enfcrt 
wir un« bic Siuie Cilf, gig. 15, fo gefcfcivcuft, ba§ ber Sötnfel n ttjäc^)|% fo 
n&i^tü ftc^ bet ^^ußpunft 6^' beä q^erpenbifeld &m e^ettel C, t>.J^ 
mit UMul^fen&em Sin(c( nimmt Ut (Soßiiud aB, um 0 )u koetbcn, wenn 
n M auf 90« gewa^fcn ifl. Sitb a$e« bct ibewe^Ki^ 0€ba#ie ®^nf et 
no4 Äbet 90« Binati«, etwa M CA, ^t^d^mntt, fo gct^t bcr gugpunft 
be« fll0 @tnu§ bejeid)u£teii ^^erpcubifeld auf bie anhext (Seite s*on C 
über, ber 6ofluu0 GC bcö [tumpfen SBinfclö a ^ot alfo bic cntc^egen* 
gefegte &ige bed t>on bemfelben <Bäitnfd CB an gesä^Ueu f|>t^n SBinlel« 
ft; »&(tenb bet dojlnud bee f)>itKu^ SBinfeU n von C na^ ber teil^tett 
Geite l^tn gej^tt »tsb, eyflre^ fl^ bev (Sofinud bed ftum^^fen ®infeie 
a »on (7 nadb ber Ihifen. 8ejci(^>nct man eine rjon C nn^ ret^tö ge* 
mejfcnc Sänge alö püfitii\ fo müjjeu mir eine üou C ua^ liufä gcmcffcnc 
ald negatit) bejeicj^ueu; ber (Sofinud eined ßumpfen Einfeld ifl 
alfo negati». 

iDet ®i58e na4^ iß, wie leicbt eingufei^en, ber (Solinnd beft fhtni)>fen 

®in{eI0 a gtei(^ bem doPnu« feine« fpiben ^lebenwinleU b; ed ifl alfo 

co».a = — eos. (180* — a). 

@o ifi CO5.U20 = — COS. 38; cos. 120 = — cotf.6ü u.f.». 

S)a , s?'n.a 
tanq. a = , 

^ COS. a 

fp tfk bie Siingente eined fhtm^fen SinfeU negativ, iubem für a>90<» 
m.a negotii» wirb, w&i^renb nn.a pofiti» Bleibt. 




ttd tAft P4» bied au<(^ burcb (Sonftruchon nai^weifeu. (Sd fei, gig. 16, 
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26 Die trigonometrifc^cn Cinien 

BGA be? {htmpfe 0BinM beffen 3!ait$ente man conf^iren foK. 

2)^a*t mm, wie bei ber in §. 12 angegebenen SonfJrnction, CR == 1, 
fo tcirb ein in nac^ oben errichtetet ^^erpenbifet ben anbern 'B^tnlti 
CA bca Einfeld a gar ni(i^t tve|fen, wdi^reub ein nac^ abwärts ge$0' 
gened ^et^cnbitcl bie I93evl&it((cvtttt9 bee ®(f^rnCetö iäC in iS foip. 
iß bie S^angenle be« fhtm^f^n. SEBinleU a, fie ifl negaiit), weU fie oon 
C unten gerit^tet ifl. 

3)«r @rope nac^ i|^ btc Tangente etncö pum^jfeu SGÖiufeU a gleicb 
bec ^ngente feined f|)tben 9lebenn)in!eld b, alfo 

fon^.a = — iang. (lÖQo — a). 

aRdc^n n>{t in ^{g. 17 CTz=zl, fo ifl bie Te<^MnMig %\\ CT 
»on r nach linft gezogene 2iute TV bie (Sotangente bet ftumpfen 

8i0. 17. 




V » 

Einfeld a; jle ift negatio, weil bie Don CT auö nach ber rechten «Seite 
^in gemelfenen langen aU |>p|iH9e genommen loecben. iß atfo 
ectang,A = — toii^. (ISO»» — a). 

20 Bereohniuig der TaHslii« fBit l^ftben )»aip oben fi^^on gefe^en^ 
wie (ginne unb (Sofinu« t>on 46«, 75«, 60«, 80«, 15« berechnet »ieb; 

mit ben baju ongewaubicn «Kitteln ift man jeboch nicht im ©tanbe, bie 
©inut unb (Sofinuä aller SÖinfcI, bie in ununterbrochener Oieihe oon 
&tah {tt ©sab, ober oon Ü}2iuute üDlinute n. f. w. auf einanber foU 
gen, iu beee^nen. Sur jaeuchnung einet folchen ununterbeochenen Steide 
»Ott irigottometfif^ett i^inien gelangt man bufi|^ ben im golgenben atu* 
gegebenen ®eg. 

3ioei JKabien CF unb CR eine« Äretfe«, ^ig. 18, fchtiefen einen 
^ogen FR = x ein, welcher (ich iur $e(i{>herie bed ganzen ^icifcd 
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»eil^ält, mit bcr Söinfet a, bcu bie betbcn S^abieu mit clnanber machen, 
|tt 360^. SBenn bet 9iabiud bed ^tctfed = 1 ijt, tvte bei bet ganjett 
^i^. 18. folgenbcit ^ettac^tnnfl Pttd atmettommeA 

toevben foff, fo (ai imm a(robie$to)^o(Hott 
« : 2 ar = a : 360o 

ober 

a : fc — B. : 180«. 
9{a(|i biefec ißtoportion i|) ed nun Iei(|)t, 
etKcii SBogcit • 1« bcKCi^uctt, mläftt einen 
0C0ebeiteit ffilntet fi^ffvannt <Sd foQ 
ber Sogen ^ero^nel »tibcn, »elc^r einen 
SBintel 90tt 1* ö^fpannt, fo ^at man 

a : 3,141592 = 1 ; 180 

unb baraud 

« = 0,017453. 

0«gen, »eli^ef einen Sintel »on W ftbesn^annt, ber fettete 
^eif bed e^en geftinbenen, alfo 

X = 0,00290888. 
9^un ober fiebt man Uiä)t ein, ba§ bcr (2imi3 eine« JDtiifelö a \tm 
Ueiuer fein mal, aU bet bcn tDinfel a überfpanuenbc ^ogen ä,^ ba| 
fentee mua nm fo toentgee von «»oeef^ieben fein tann, ie Keiner a ifl. 
<So ifl g. 8. Mii. ni^t oiel oon bem ben IBintel oon 1® ilbecfyan« 
nenben Sogen oerf(|ieben, welcher, toie »ir gefeben laben, 0,0174S3 ifl. 
Um Aber entfc^iben jn fönnen, nnf wie \>itl ^ecimalfteQen bet ©inud 
etned ^ßiufeld mit bem i^n übecfpannenben ^o^en übeceinflimmt, bieut 
folgcnbe iBetra4^tung. 

3n gtg. n ift FG =s mi.a, SR s= tang.tk. t>n Sogen Fi^ 

foQ no(^ mit be^ei^^net »erben, fo ^at man offenbar 

«m.a < « . (I) 

unb 

lafi^.a > «. 

@eben »ic fiit ton^.a feinen ^eit^ ■ — (o f^at man alfo au(|i 



Jtn. a 

CO«, a 



> « 



unb baraud 



Diyilizeo 



28 Die trißonometiifc^cn 2mm 

bemnacl^ au,^ 

> 0? [1 — (mn.a)s], 
iWMii mm für (co^.a)« feinen ®ert( 1 — («m.a)2 fctjt. Sßett «>«n. a, 

fo i\t ftuc^ 1 — oj* flciucr 1 — («in. a)2, olfo auc^ 

«n.a ^ « (1 — ar2) 

ober enbUcf^ 

«n.a >>«^^ (11^ 

9tt9 (I) unb (II) etfle^t man nun, mrua gwifi^cn bcn Mben 
^rftnsen a nnb « — He(jt. SDie IDiffctenj biefer beiben ^rftn^en ifl 

• unb biefe ^Tifferenj wirb um fo flciucr, je flciucr x wixh. 3e fictncr 
alfo ber ©infcl a mtrb, um fo naf^cr ttcQcn bic bcibeii ©rangen ju- 
fnmmcu, junfd)cu lucl^cu sin.a ciugefc^leifcu tfl. ®o tict'^t j. 53. sin.!^ 
ioiff^en ben @i&uien 0,017453 unb 0,017453 ~ 0,017453^ ober 

dn, 10 < 0,017453 

unb 

«w. 10 > 0,017453 — 0,00000536 > 0,01744764 
3!)te beiben ©ränjcn, jrotf^cu bcucn sin. !<> tieften tnuf?, biffcrtrcn crfl 
auf tat fünften ^Dccimalftellc, tocuu man alfo 0,017153 für bcn StnnS 
9on 1^ nimmt; fo iveij) man ^wac, bag biefer Sert^ gro§ ift, man 
tpct§ abet mtcb, baS er t^dt^ftenö auf ber fünften ^ecimatßeQe )»om »a^ren 
.®ert^ Derfi^ieben fein tarn; m alfo {eine grftSerc ®enanigfeit tt6t|i0 
ift, fann man bei biefem ®ert^e flehen bteiben. 

SBett genauer fönncn mir nod> berfclben ÜÄctl^obc bcn 2Bert^ »on 
sinAO' auamittcln. ^er ben Siufel oou IC überfpamienbe Sogen iji 
0,0029üy, mitl^in 

sin. 10' < 0,00290888 

sin. l(y > 0,00290838 — 0,0000000246 

ober 

«fi. 10* > 0,0029088654 . . . 
^Die beiben ®ran?icn, jwifcficn njclcbcn sin. 10' liegt, fmb, wie man ftcM, 
nur um 0,0000000246 »on eiuanber \)erfc^ieben ; nimmt man alfo 
0,00290888 für sin, IC, fo fann man gewig fein, bag biefer Söeri^ nt*t 
«m iDrei^ttnbertmiaiont^eU febl^er^aft 1% SBiO man alfo «m. 10' nuv 
auf fe<|d ^ecimatfteflen eenau ^ben, fo ifl er 0,002909. 3>iefe 
naitigfeit ifl meiflen« genügenb. ^a ber @iuud oon IC erft auf bet 
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oc^tcn Dccimalftcfle üoii bem benfelben 2BiufcI überfpnnncnbcn ®oßcn 
bijfcrirt, fo »erben ow(^> bei @inud unb bcr IBogcii üon 1' no* nuf 
me^( 2)cctmattlcnen übereinfiimmen, unb mau fcinn ba^er beu ^öcgcu, 
»eli^cv ben SQi^intel »on* 1' Aberfpannt uub bcffen tätige 0,000291 
foftgt, ol^ne SBcitered fftf «m. 1' tte^men, tom ntan nttr fei^d ^ccima(«> 
^Kett tctfi(!ri(^tt0en wlü. 

JDa nun 10 bcfannt ifJ, fo flnbet man r\a6) bcr ©Ictc^ung 

CO«, a == V^l — (m.a)2 ben iSSkti^ »on co«. 10"; et iß 0^^9996. SM» 
®ki($un(| (12) ijl oiet 

Mfi. SC = 2 . An. IC . CM. IC r=: 2 X 0,002909 . 0,999996 s=z 0/K)5dl8 
«nb na^ ^^(ei^ttng (14) 

co.^.20' — 1 — 2 (.wi. 1002 

cos, 20' = 1 — 2 . 0,0029092 = 0,999äö3. 

gerner 

«m.40' = 2 . MR.20' . eos.W 

m. 40« = 2 . 0,005818 X 0,999983 

8m,4tO' z=z Ofilim 

unb 

CO*. 40' = 1 — 2 . (sin. 200« 
C05. 40' = 1 — 2 . 0,0058182 = 0,999932. 
^Ui((«it0 (8) ti^m man Mn.60' ssMfi.lo 

MR.10 = «m. 40' . CM. 2C H- * 

«nb «0^ ®lei^ung (9) 

coÄ.lo = C05. 40' . co v. 20' — 5m. 40' . «n. 20^. 
©ubftituiit man in bicfe bcibcn legten ©leid^uugen füc sin. 40', cos. 40^, 
«tR.20' unb CO«. 20^ i^re Sert^e, fo ftnbct man 

«m. 10 =5 0,017462 

coA. 10 =r 0,999848. 
, Huf Hefem SBege fann man bfe €Knne nnb (Sofinne aQer ®ittfe( »on 
10* 10' beregnen. JQat man sin.V bcrcdjiict, fo faun man auf 
biefem fflegc bie Otnud unb ßoftuuä aller SBinfet ^on üJiinute ju ^ßli* 
nnte beret^nen. Um auf btefe Seife tafeln in berechnen, ifl cd ub(i« 
^end bnrt^and ndt^ig, ben fleinflen ®innd bee tafeln foioie alle foU 
genben auf me^i; ^cimalpeQen genau jn bereil^nen, aU man Begatten 
toin, um §u »er^ütcn, ba§ bie gelter anhäufen unb babur{^ bie 
legten ßiff^'^'^ fe^lct^aft mcrbcn. §luc^ ifl e0 nötttg, bie gefunbencn 
UBeei^e 9on ©innd unb (Sopnud babuic^ ^u c^ntsolüen, baß man oon 
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so SntPfii^ttng ^et trtgonomrtrifc^en ^uncttoiicii 

0ittii# imb <S9|littt4 75^ 600, 450^ 400, j5o^ ^ amn anbccem 
$Dege beTC^itd ^at (§. 5), audge^mb, bic Ginud niib <Sofltitid «etf(^ie' 

benet SDinfel becei^net, unb bie auf beibeu ^egen erhaltenen IRefnUate 
vergleicht. 

3ur SBeröotipänbiöung ber Zafdn finb nitr nod? bie ^tangenten uub 
Qotondcnleii nn baci^iicit 9la^htm bie @iuud unb (Soflitiie bcfannt 
{Inb, ifl bicfe Sm^ntttt^) fe^t einfai^. 5£ati0eiiifn finbct man mit 

^Alfe bcf gomel tcmg,A =s 2^^' <Sotaugenien mit ^uife bet iou 

. eo8, a 

mcl «otaiup. a ä — . 

8w. a 

IDad in biefem Slbfcbnitt ©efagte foU nur ba^u bieuen, einen Seg 
|u leigctt, auf meinem man bie Slafeln. Utt^ntn tann. bicfer 
®cg iebo4 ^Itferfl mü^fam i^, »irb m^l 3<bcf ingeben, ber nnr bie 
Qete(|ttttn§ einige? Ginn« nnb (Sofinnft tetfui^t l^at SMe $lnal9|lft 

liefert fÜflitUl, welche weit rafc^er biefem ^itlt fügten. 



3weited iffapitef. 

Vtitoenbuttci ber trtgottotitetrifd^en ^unrtlonen ^ur 

Serec^nung ((i^iefkoinfeliger £)reiecfe* 



21 Orundgleiohiuigou des Dreieoko. 9Bir h^beu bid je^t bie tri« 
0Dnomettif(^n Linien nnf |ttr ^eteif^nund bc( fe^ienben ^ticte tt^fU 
»infelidet 9)teie<fe angemanbt, fle bienen iebo^ inr Seiet^nnnfl ber 
fe^lenben Gtfitfe in f^iefminfeligen Steifen. S)iefe 9efe<|nttn0 fhit»t 
fi(h ftetö auf eine ber gleich entmicfelnben ©leichungen, welche bie 
Beziehungen au^brüden^ in »eichen bie verfchiebenen (Elemente etued 
2)reiccfö ju etnanber jtehen. 

2;h gig. 19 feien bie biei leiten be« ^reietfft mit B nnb C 
beiei^net, bie i^nen gegeniiber^ehenben iOMnfel aber mit ben eniA»rei|en« 
ben On^flabcn bed griechifchen m))habet0. Oon ber ®|^ibe bca ®inM* 
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)ur SBere^nung fcf^tefmmfeliger X)reie^e« 31 



a «fl ein fßer^UfcI p auf We ^die ^ ^efaut; btefed $erpenbife( t^tt 
tu fiiuie A in jwei a:§cttc b nnb c. dla^ bem ^J^t^aßorätfcl^ett ^tf^ 

1». fa|^( ift nun 

pi = — h\ 
üUt au4 

=s C« — c», 

mit^lti 
O — c» =2 — b«, 

olfo 

O = + — b« 
SUun ab« ift c = ^ — b, alfo = — 2iib + b«; fub^Üiticl 
wati biffeit ffi«rt$ Don C in bie U|tc ©Ic^uitg, fo fomml 

= iii 4- J5» — 2^b, 
«tiK ain ifl offenbaf b B eo9,y, o(fo 

O s= i4« -f 1?2 _ 2^i^ cw.y (27) 

bo« ^etft tu SBorten: einem jcbcn $)reietf erhält man ba» 
Ouabrat einer (Seite, menn man bie OuabeaU bet beiben an^ 
Uttn (Seiten abbitt nnb i»ott bee ®ntnme ba» bof^yette ^fobnet 
ber beiben anbeien Seiten ntnUi^Uciri mit bem Cofinn« beft 
OinfeU, ben fie einf^liefen, abjieH 

S)ie gmeite ©runbgldc^ung et^filt man gleic^faUd aud ber 2üxa^ 
tung ber gig. 19. (Sd i|i ndmlit^M^ 

p =z B &m,y, 

aber au^^ 

p = C , ßf 

atfp 

and biefei ©lei^ung obes folgt 

B 8in,ß 

€ sm,y 

obe? 

B i C zsi 9m,ß i dtk f (28) 

baö ^eift in Sorten: 3;e jmct ©eitcn cincd fDreierfS »erhalten 
fi^ $u einanbet »ie bie (Sinud bet ibnen gegenüberflel^enben 
SBinleL 

SRit «ftlfe biefer beiben «)(ei<tttngen (27) nnb (S8) fann man fM, 
»enn btei (SIemente eine« 3)teietfd gegeben flnb, unter benen m ake 
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92 SntDnt^uug t^er trigonometrifc^en ^unctioiteit 

loenioßcnd eine ®eite ^efinbcti muf, bie biet anbenit ^ift<fe bce ^dedl* 
beie^nen. iDie «erf(^iebeneii l^iet m^ii^tn pUe »oUeti »iir in ber# 
felbcn Ottnuiu] roic in bcr ©eomctrie Betrachten. 

I. ©cgcbcn: IDrei «Seiten. 3n btefcm ^alle ftnb bic brei Stn!cl 
in beftimmen. ©leit^nng (27) giebt und bie Delation, in mld)cx bet 
(Softnud eitud äS^intcU im SDretett gu bcti brei <SeUen (le^t ^u« biefce 
@(ei<|^ttn0 folgt 

bad (ei^ i» llDovten: man flnbet ben (Sofinu^ eines S>teiedd»infel$, 
menn man bie Qnabtate ber beiben leiten abbirt, totl6tt ben gefud)ten 

Sötnfcl eiufd^licpcu, üon ber ^umme bnö Quabiat bct ii)m flegennber* 
ftc^enbcn (Seite objieI)t, nnb bie gcfunbene 2)ifferen5 bnid) baS boppctte 
$(obttct ber beiben ben gefu^^Un Eintet einf((^lie|eubett @eüen bit)ibtti 
€)an) analog iß olfo aud) 

J?2 _)_ ^2 

^^•'^ = — 2^7ü — 

"^'^ = 2^0 

(Sd feien {. ^. bie biei ^iten eined ^teietfd 6', V nnb 8^ fo ifl 
ber (Sofinnd bed SBinleU, »el^er ber ©ette oon 6' gegenftbecfley, 

7t 4- 8* 6« 77 

2.7.8 = n2 = ö'««^^"«- 

IDer biefem (5ofiiiuä aui^cbörii^c ilMiifcl i\t 40^ 34;!'. 

^er (Sofinud bed IZBiutetö, weicl^er ber @eite oon 7' gegenüber« 

#et>t, iß . . 

8s 4- 6^ 7* 51 

-rirr^ =1=0,53124, 

ber basu ge^ftrige Sßinfel b7^H,&. » . 

(SofinnS beg btitten Einfeld ifl 

72 4. 62 — 8^ _ 21 
2.7.6 — 54 = 
»ena<h ber brittc 3Sinfel felbft 75>^31,3'. 

©cre^net man anf bicfe ©eife bie brei Sintet beg 2>reie(fd, beffen 
leiten 4' nnb finb, fo finbet man fftr ben (Sofinne beg Sinfefg, 
»cU(er ber Geile Don 6' gegenäberlie(^t, 
16 + 9-86 ^ 11 

24 24 ~" ' ' ' * 
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5ur Sm^imtig f^^lefmiiM^er JDrdeife* 



SB 



tmi bev €o9nit9 biefee SBititcU ncgaiii» ifi, fo bn SHtif el f^ft ein 
fhtmpfet, unb gtoat tfl ev be? 9UbtnwinUl i»on bem, beit Mit fftv ben 

(Sofiuuö 0,458 ... in bcn Xaftln finbct ©o oft man ü^er^ai^jt na(^ 
Nefcr ?^ormcl einen negativen ^ofinuö finbet, fo etjle^t man borau«, bag 
bad fragUc^e 2)rcicd ein ^mpfwinlellfled ift. 

Sil bcm ^reied, beffen btci ®ctiut 3', 4' unb 5' finb, ^bet matr 
füt beit <So|inud bei SBinfcI«, tDeU^n bw 6clir »Ott 5' 0C0euflfi<tfl<H 

9 + 16 — 25 

ber SBinfel fclbft ifi atfo ein rechter. 

es feien 3', 4' nnb 8' bic brei Seiten eine* ^teic^d, fo crgiebt 
fU^ fAe ben diofiiiii« bed SinleU, wet^er bee Cette »oit 3' degeitäbecflcH 

64 + 16 - 9 _ , _ 
^ 64 — '** — A#A 

b. ^. ein Sert^, mlä^u ^ti^tx ift aU 1; ba aber !ein ^ofinud größer 
al0 1 fein !ann, fo ßel^ört bct gefnnbenc ^oflnuS einem «nmöglici^n 
^infet atif cber mit anberen Sorten: mit bcn brei (Seiten 3', 4' unb 
& tarn gat teilt ^tM gebUbet »»etbett. bettt fo fei, fatt» ittait 
oiti^ bonttt« f4oit eifemteit, b<tf bie ®efte gi^fev ift oü bie beibeit 
aitberett {nfammengettontittett. 

gro| jliib bie brei Wnttl in fol^enbai ^mtdtn'i 









Ä 


B 


C 


nv 


94' 


156' 


93' 


84' 


72' 


87' 


112» 


68* 



IL begeben jwet Seiten unb ber eingefdjloffene SinteL 
(Sd fei gegeben ber ©infel y unb bie beiben Seiten A unb B, ml^ 
biefett ^inlel bttbeit, fo giebt itu» ®leiit«tig (27) uttntttteaac bae 
Duabrat ber britteit Geite, itAmfii^ 

O ^ + B* -- ^AB eo8.y. 

fei j. «. ^ = 3', B = 4:', y = 580, fo ifl 

0==94-16 — 2.3.4. co«.ö8o= 12^82; C =^ Bfi.... 
fRa^hm ttttit bie bcei leiten befatmt ßnb, faitit ntait itail beut int 

Ktller, eine fWtTÜlt'IMiMUMdsii. S 



* 
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34 Slnmentitng ^er tti^momtttif^tn ^uncfiotteii 

Icnben Sötnfel fiteren. 

So lallte y ein fptfecr 2Öm!cf tft, bleibt cos.y ^cfitto itnb baö 
lefetc @Ueb im ©ert^ oou negativ, einem fpi^winfeligcn ^Dreictf 
ift benma^ ba^ Ouabiat icbeiF @eitc Heinei, aU bie Ouabfato bef bei« 
ben anbenn {itfanimeiiQeitommfn; ifl 9^ ein ve<!^f $9itt!el, ^9 Ü/t eoi,f 
s= 0, Itnb bet ®ert| bon rebncirt rt<^ ö«f -f- W^n 
bur(^ bcn ippt^agoidifc^en i^e^rfafe njuptcn. ©obatb y ein fiumpfet 
©infcl ift, rotrb cos.y negativ) unb babui(^ ba§ Ic^te @Ueb im ©ert^c 
üun C2 pofxti^. 3in einem ftumpfw?{nfeligen ^Dreietf bemnadj> ba9 
Ouabrat bct @eite, »cli^e bm ^m))fen SDinUl gegcnftbcdiegt, (|r<lfetp 
' «U bad Onabvat bn Reiben anbeten Geilen infammendenommen. 
fei §.8.^1 = 7', B = 4', y = 124o, fo iji 
C* = 49 + 16 — 2 . 7 . 4 . COS. 124« 

C2 = 49 -f 1(> + 2 . 7 . 4 . = 65 + 56 . 0,559193. 

, ^tt übrigen 31l^eil bcr JXec^nung mag ber @^üler au^fü^ren. 

Senn in einem ^eiecf s»et leiten nnb bee eingefc^loffene SDinlel 
0e(|ebcn finb, fo Isnn man, oie fi^on bemerft »mibe, bie fe^lenben 
®infet babut^ ftnben, baj man ^uerfl mit ^ülfe bei ^Ui^m^ (27) 
bie fe^lenbe Seite bcredjnet, unb rocnn ber numctifc^c Sert^ bcrfelben 
befannt ift, mit ^ülfe ber ©teic^unfl (29) bie fe^tenben ffiinfel bcftimmt. 
iDtefer Seg aber et»ad nmßanbUcli; unb bed^alb iß ed tounfc^ene« 
loert^, eine Soemel )u ^Im, mU^tt man birecl bie fe^nben 
l^inlel ^e^mmen Xann, «i^ne snevfl bie fel^Ienbe ®eiie sn fn^en. Qu 
einer foI(^eu gomel tommen mie bnr^ fotgenbe 9etva<$tund. (5d iß 
befanntUc^ 

^ : 5171.« = B : siTi.^. 

äl^enn nun bie leiten A vath B nebfl bem Sinfel y belannt finb, fo 
|inb in biefet Oleii^nng {»ei nnbefannie ^e^fen, e9 ttfi W 
biefer ^teif^ung allein »ebee a no^ /3 befHmmen. 9tnn ift aber a + 

+ Y= 1800 ober « = ISO» — /5 — y; alfo «n. a = «w, 05 + y) 
Ätn. a = swi./3 y -|- coa.ß *m.y; fttbjiituirt man bicfett 3öert^ in 
obige ©iei^iung, fo fommt 

A,an»ß = ^ («m./} • 00«^)^ rj- o<M.^ Mri»}')^ 
3n biefe? €IIeiii(ttn0 ifk nnr nod( bee SBinfet /} nnbefanni ^i)»ibift 
man auf Mben €5dten mit eos. ß, fo fommt 

A , tang. ß — B lang, ß eos. y -\- B . ain, y 
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(30) 



5 . sin.y 
-.4 — B . C08,y 
2)icfcc Q)Ui($ttng ganj analog ifl 

A . «m.y 
tang,a = 2 — ^ — • 

SRait l^fttte He gotmcl (30) au^i btmt au« bev gignt ablettc» 
Wiuifu. 3n gij. 19 W na^ ©letc^ung (25) 

<Sd tft aber p = B , sin. y, 
h =z B coB,Yi fttbjHtuitt man biefe 
tDcvt^e itt ben (elften SDctt^ »on 
' te«^. ß, fü finbrt man füt tang, ß 
benfelBcn Sert^ mie in®Ui<^m\^(ßO). 

m fei 5. ©. 

^ = 4', ^ = 6', y = 42«, 
fo ifi 

= 4 6 X 0,743146 = - 0,458870 ~ ^ ^'^^^^ 
Sie grop ift a, ^3 unb C in folgenben ^metfen? 




A 


B 


Y 


3728' 


1942' 


830 


763' 


1024' 


1120 


0^7« 


0^ 

1 


580 



HL Oegeben jwet i^eiten unb ein äßinfel, xotX^tx bet 
einen »on beibcn leiten gegenilberfleH fei gegeben bee 
CBinfef /S nnb bie Geilen ii nnb fo f^t man gnt «eee^nung be« 

mnm a 

B i A = dn.ß : sm^a^ 

alfo iu 



J . sin,ß 

gUL» s= g — 



Diyilizeo 



36 ^niventun^ trißonometrifct^en gunctioRen 

Sit i&. A = &, B =V, ß = 490, fo ijl 

sin.a = — — — ^ = 0,D4()oy4 

a = 40018'. 

auö bcr ©eomettie (©. 19) ifl bereite befanut, bo§ ein iDreted 
bun^ itoei ®(üett uttb einen Sinfd, »cUtltt einen ber beiben ©ettett 
gedeniiievjleH ^uv bann befümmt ifl, loenn bet SBinfcl b«p Utn^even 
^te gcgenübetliegi Siegt bee gegebene ffi^inlel'bee ffteieeen bee ge^ 
gebenen Seiten gegenüber, fo fann man and biefen @tfi<fen entweber 
!eiu 3)retetf ceuftruircn^ ober j»ei öcrfcbiebcnc. SGßic aber fßnnen »mt 
and unferer Diec^uung eine folc^e boppelte l^uflofnng ernennen? ^ut(^ 
bie Slc^nung fiubet ntan ben @inu0 bed Sin!eid, toel^^ee bee einen 
gegebenen ^ite gegeniibetfte^t; oben ift. obee gegeigt wotben, baf {eber 
^nnf jugteic^ ^mei Hinteln angei^drt, loelcbe einanbee |n etganjen, 
nnb man erl^&lt bemnacb ixod oerft^tebene ^eeietfe, \t na^bem man ben 
jum berechneten <£inu0 gehörigen fpifeen ober ftum^)fcu äBinfel nimmt. 

6in 3eif|)iet mag ba« @efagte Uar ma^^n. fei gegeben 

= 1« B = 0,65", i3 = 310, fo i|t 

«n. « = 0^16038 = 0,792366. 

IDee (Sinne 0,792366 gelüftet abee gleicdieitig einem SDinfel »on 52« 2^ 
nnb feinem 9{eben»in!el 127^35' an. ^ bei Seite A gegenftbo^ 
(leVttbe SBinfel fann alfo entwebet 52*25' ober 127« 85' fein. 

aber jcber (Stnuö gugleic^ einem fpi^en nnb einem ßumpfen 
Sinlel angebdtt, fo fottte man glauben, ba| bie ttigonometeif^e fMi* 
nnng ^g eine bo|>|»elte Kufi^fung gAbe, »ag ben geometcifi^n Qeiia^ 
ttmgen wiberfprtc^t. S)ev %xcm gefnnbenen Sinne gehörige fhtmpfe Sinfel 
!ann jebocf) nur bann eine jweite ?(uflöfuug geben, njenn er mit bem 
gegebenen Söinfet »irlli^ in einem -Trciccf üorfommen fann, b. ^. wenn 
er mit bem gegebenen gnfammengenommen weniger aU 180» aufmacht. 
dSg ift bieg obee nne bann bee gatt, loenn bee gegebene Sintet (leinet 
ifi att bee 9{ebent9inM beg beee^tteten fhim^fm, b. |. wenn bee Uwä^ 
nete fpi^e €8inVet « gra§er ifl a(g ber gegebene SBinM 3mei ^nf« 
löfungen finb aifo nur bann möglich, wenn st/ua ^ sin.ß) ba aber 
A 

MR. « = -j^- . MR. /I, fo finb alfo nnt bann )ioei ^fungen m9gli#, 
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A 

mm htt gactof > 1, b. 9. »enit Ä'> B, Qhtx in Sotten, mm 

htt gegebene Sinfet ber litintun btt gegebenen «Seiten gegenüberliegt. 

3m obigen 99eifpie( mx gegeben A =s B ^ 1 , ß = 4/^^, 
bamud ergab fii| sin. OL = 0f646894k $on ben beiben ^n biefem @intt0 
gehörigen SBinfeln 4!^W nnb 13904^ fonn aber ber Testete gar nic^t 

tn 53ctrad5t fcmmcn, meil et mit ben gegebenen 49^ nui;t aliJ 180« be? 
tragt, weil alfo bie beiben ©infct »on 13!K'42' unb 49^ gar nic^t in 
einem unb bemfelben SDrcted üorfommen fonnen. 3n biefem ^atlc cnt^ 
fprit^t nur ber $um berechneten <Sinud gebdrige fipibe Fintel 9on 40» 18' 
ben 9ebingungen ber SCnfgabe, e0 iß a(fo nnr eine $lttfgabe mdgliib* 

SBenn ber berei^hete (Sinnd größer aU 1 tft, fo ift bie Slupfung 
unmöglich, b. ^. eä giebt fein 2)reiect, mcld^ee beu gegebenen öebingun* 
gen entfpric^t. 

aSare j. «. -4 = 4, J5 = 1, /S = 4]o, fo f&nbe mau 
m.« 4 . 0;6ö6 = 2,624; 
att0 biefen gegebenen €tö(fen ttjt ftt^ fein^eied eonflmiren. SRan fann 
{lc$ bat>on an<b l^tc^t bur(^ bie 3^t^uung überzeugen. 

SÖenn a berechnet ift, ift nichts leichter ald y ju finben; bie fe^* 
Icnbe (Seite C ift fobann Iei(^t na(i 'jsormel (27) ju bered)nen. ?[Uan 
tann jeboc^ auc^ bie britte @eite C ftuben, o^ne ootber erft bie nume« 
rifc^tt Sert^e t»on a unb y befhmmt gn l^aben. S>te ba^tt ndi^ige 
%vsmA \pVi fog(ei4 entwiifett »erben. 

Stait ben oben entwicktttn ^^Uit^ungen ift 

- ^ , sm. y 

O =s : •* 

sm. a 

3n biefem 2Bert^ oon C fommen aber nnöf jwei unbefannte @rÖ§en 
^ox, bie eiiminirt werben muffen, ä&eit 9^ s 180^ — « — /3, fo iß 
«tR.y = MR. (/3 -|- ff), mithin 

^ A . «n. ß>) 

sin, tt 

ober 

^ ^ A.»in.«cos.ß + Arin.ß.co*.a ^ ^ ^ cot«_ 

«fi. ee r I f 

3n biefem Sert^ »on C fommt nur no(^> eine mUtamxtt @rö§e a \>ür. 

®ebt man für «n. « feinen oben gcfunbenen lEßert^ — ■ , fo fontmt 

C = ^ . cotf./i + B . CM.« 
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38 antDentung t>cr trigonometrifct^n Functionen 



unb bataud 



€z=: A . co8.ß ± B . Y(l — dn.ay, 



tinb wenn man füi («w.«)» «Kefcer feinen Swtl^ («w-ft' Wt, 

SMefev eetll »on (7 )eigi fi^mt eine &o)>^ie «nfUfung an, inbem man 
jwei öctft^iebene ffiert^e »on C etjait, ie nat^bem man bie ©nt|et 

ppjltio ober ncgatii) nimmt. 

«Rehmen wir ^ = 5«», ^ = 3«°, j5 = 31o. gm tiefe« 

^eied finbet man 

{7= 5. 0,857 ± V9 — 25.0^65 

C =: 4^85 ± 1^40 

C = 5,825 20) 
Obet e = 2,745 {RT, ^tg. 21). 

Um bic iSat^c rec^t flar ma^cn, ifi e0 flut, bie gcomettiftJjc »c* 
bentung ber einzelnen 5C^eite be« SBett^e« »on C aufjufu(^)cn. A.coa,ß 
^ bie i^at^ete eine« te(|tn>inee%en ^eietfd, »el^e mU beffen ^19^9* 
tenufe einen Slinfel ß einf^Iiefi S)enfen »ie nnd 9on 5 (gi^. 20 



8iö. 20 




«nb ^i^. 21) ein ^erpenbifef 

auf B ijcfällt unb ben ^ug* 
^)unft beffelben mit 0 bcjeit^* 
net , fo i}^ RO = A.cos.ß, 
mm BS mit A be^eit^net i% 
S)ee iweite be« SDeet^eft 
»on C, nftmti(f) 

pcHt bic eine Äat^cte eine« 
ee^twinfeliden ^eeie<fd bae, 
beffen $9^otennfeB (ST, gi^. 

20, über 5 T, %\^. 21) nnb bef* 
fen eine ^atbctc A . sin. ß tft. 
A.simß i\t abet bad ^licrpctt^ 
biJel SO fetbfl. 
.y^J — ^J(wn.j5)« 
ifl bemna^ nid)tö aubercö alö bic (Sntfcrnunö beö ^u§^)nnftc« 0 ^on T 
ober V. Slbbiit man 0 jf'iU RO, fo erftcilt man C bcr einen, jie^t man 
biefe ^n(|e «on i^O ab, fo et^U man C bet ^weiten Slufiöfnnd- ^ud 
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biefec 9etrai(htng foT^t au(^, ba| nut baitit eine gmeite Slu^öfung m0g« 

ifc »enit > TO, alfo »enn 4 > V^>—-ä» 
ob« »eitit il>(eM./8)>>J9>— ils(nfi./3)^; 'ibHitgi matt Iii Mcfc? (SIeU 
<^«nd («n. /3)« ouf bie anbcrc (Seite, fo fommt (eos. ßy + (sin. ß)^ 
> ober ^2 >.^2; j^ir finbcn nlfo ^ier für bie SQlogli^feit s^cier 
Slußofungen biefelbe iBebtngung wie früher. Senn bec unter bcm ^ur^eti' 
iti^tn (tt^enbe Sbiebnid n(;gatto »itb, »enn alfo B^ < ^« (ain^ßy, 
b. »enn bie degebene ©eite B tUintx i|l ald bae t»ott S auf ^ ^e« 
f&Hie 9en>enbi(el, fo »irb ber SDert^ »on C imadinftt, bie Knfidrnna 

SÖie gto§ jinb bic nt*t (^e^^ebertcu Stücfc in folgenben 2)reie(fen? 



A 


B 


ß 




8* 


36» 


9* 


10' 




W 


16' 


104« 



rV. lOcgeben eine®eüe nnb bic beiben annedenbenSSinfet 

es fei gegeben bie ©cite A mit ben Siufeln ß unb y. Um « jn fin* 
ben ^at man nur ß -{- y üon 180« abjujte^en. ^ft aber erfl a befannt, 
fo llnbet man bie leiten B unb C na(^ OUic^^ung (2Ö), nämlic^: 

-4 . sin. y 



C = 



unb 



„ . Mit./! 



(5d fei i4 = 7, y = 36o, ß ^ 74o, fo ift « = 70« unb 

7 . sin. 360 



«in. 70 
7 . jri«. 740 



4tfi.70o 

ISHe fttof finb bie fe^lenben in folgenben ^vetetfen? 



A 


B 


r 


64' 


82' 


420 


116' 




39« 


8' 


43' 
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40 ^men^iittg ber trtgoitotnetrifd^en gunctiinieti 



V. begeben jtuei <&eitctt, ein auUegen^et unb ein gesell' 

SDa s^ei^ntet befamtt {iiib, fo fanit maif lei^ hüten (litben, 
nnb bann bte fe^Ienben Seiten gevobe eBenfo hm^ntn, tok im wi* 
gen gaU. , 

^ie e»i finb bie fel^(enben ©tude in folgenben ^leieden? 



• A 


a 




47' 


610 


270 


63' ' 


1040 






540 


970 



22 Anwondtuig der Logarithmen. SDeü bie Knwenbnng ber ilo/ 

öarlt(>mcn bic ttigonomettif(^ftt JKc^nunöcn ougcrorbentlic^ etleic^tert, 
fo ^ai man 5^afcln entworfen, welche nid)i bie ©imi8, ßoflnu«, -Xm^ 
genten unb (Sotangenten bet Sinfel felbß, fonbein .i^xe £«gatit^)men 
ent^tten. 

@dmntW4« Ginn» nnb (Soflnnd {inb fUine« att 1, bie Logarithmen 
«Her ^nng nnb ISoflnnd müffen be0$a(b negative J^cnn^iffecn ^aben. 

(So tft j. 33. 5i7j. 200 = 0,342020, nnb ber fiogaritbmc biefct 3a^I alfo 
%. sin. 200 _ 0,534052 — 1. 5luf biefe «ffieife, b. ^. mit negativen 
Kennziffern, finben ftc^ aber bie i^ogaritl^men ber trtgonontetüftj^en Linien 
nii^t in ben meißen Slafeln. Um bije negative Kennziffer gn »ermeiben, 
ift in ben S£afe(n bie m^tt Kenngifer um 10 »emel^it, fo baf bie ptf 
fiti»e Kenn^ifer 9 ftatt ber negativen 1 ih ben ^tafeln ftebt. @o finbet 
man dfo 20« = 9,534052. (Sä finbct fid) ferner in ben Za]dn 

Zo^. COS. 850 — 8,940296; ber «ja^rc Soflartt^iuc öon cm 85o ^at aber 
eine nm 10 Heinere Kcnniijfer, er ift atfo 0,940296 — 2. 

iSben fo {Inb ant^ in ben ^fein bie ^garit^men ber 3:angenten 
nnb <Sotangenten nm 10 i»ergrdf ert« SBenn atfo fAr hg, fang, 85^ in 
ben fte^t 11,058048, fo ift ber »«^re «ogarit^me »on tang.%b^ 

ßleic^ 1,058048. ben tafeln j^e^t log. cotang. 11^ = 9,986724, 
ber ma^re ^ogarit^me oon cotang.ll^ ift alfo 0,988724 — 1. 

@etod]^nU(h enthalten bie logarit^mifi^^trigonometrifcben Safein bie 
Logarithmen ber trigonometrifcben Linien ^on fHiimit {n S)linnt^ 92ttn 
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gtir 8cre4mttng fdj^ieftiMeligcr Dvctnk» 41 



fatiti VfM e^t 9(iie mnHii^cn gelltet anmHteii, ba| ii9if(|eit ie ^ 
auf fiiumbn folgeitbcn SUmttcii bet fDac^dt^ttm bet iSo^atif^meit beut 

SBatböibum be« ffiinfcl« pto^jortional t|l. 2o ift j. iö. 37o24' 
r= 9,7834575 unb log,sin.S10 2b' = 9,7836227; mä^rcnb ber ffitnfct 
um 1 ÜÄittute = 60" wdc^ft, nimmt bcr Sogoiit^^mc bed ©inud um 
0,0001652 |u; nimmt b€c IBinfel i»oti 37o 24' mit um P |tt, fo 
bet (»gtti^mf bee Gin«« «m V«o i»mt0/)001652, b. ^' um 0,0000002758; 
«malfo log.nruZl^^VV* finben, ^at man nuf gnm %.^.37<»24^ 
bie in bcnitafeln ficfjcnbe Diffetcni für 1", nämtic^ 27.53 fo jn abbiicu, 
bd§ bic3«M 7 jur legten, 2 jur »ottcjjten ^Dccimnlflcflc bed ?oqarit^muö öon 
«n. 370 24' obbirt wirb, ^i^txn 53 fommcii bann rcfpcctiöc auf bie 
a(|»teitnb netmte 3>ccimal^ae. £Dmtiaf|^ iß % 37024'!'' =s 9,783460253 
ober, mentt man nut 7 ^eeimoIfUUen beiAiffUbtigt, 9,7835602. 3fl 
(0^. Mn. 370 23* 43^' in befHmmcn, fo man gu /o^. mi. 37« 24' bie 
^43fac^e JDiffcrcng für 1", alfo 43 X 27,53 = 1183,79 fo abbiren, 
ba$ 3 jut jicbentctt, 8 ^ut fe4>Sten ^Decimalficöe abbtrt rotrb u. f. m. 
SKan finbct auf biefe Seife %.37o24'43" = 9,783575879 ob«, toenn 
um 7 SDecimalßeflctt httü^^t »etben fofien, 9,7835759. 

Qai Ufmn (ünfibnng fo\^t ^iet no4 bie Snffüi^ntng einiget an« 
beten 9eifi»iete. 

(5d fei |u bejHmmen %. ^an^r. 680 18' 32". 3n bcn ä;afeln fte^>l 

%.fan^. 680 18' = 10,4001733. 
^)ic J)ifferenj für 1" = 61,27, olfo für 32", {jl 32 X 61»27 
= 1950,64. ^iefe ^iffetens |1t log. fang. 68» 18' abbitt, lommt 
hg, tang. 63<» W 32" = 10400368364 

obet 

10^003684, 
»enn man nnt 7 Secimalen bctüdfl^ot 

Jcinet fei beftimmeu %. co.9, 19o48' 27", in ben Jlafetn |iebt 
Zo^. COS. 190 48' = 9,5298638. 
SHe ^Dtffeteni fit . 1" iß ftUi4» 58,46, bie ^iffeteni fftt 27" ifl alfo 
27 .58,46 = 1588,42. ®iefe SMffmn} iß «on 9,^298638 ab)niiei»en, 
»eil ia bet <loßnnd mit wa(!bfenbem Sinfet fleinet ivitb. 

^'Zac^ bem ©efagten ift eS nun au(^ leicht, ben ^um !dogarit^men 
einer tridonometrift^n ^nie geb(^ci(|en Fintel gn finben. ®efebt, bet 
^gatit^me be« @innd eined ®infeU a fei 9,6959374 Sn ben Slafvln 
finbet {i(^ aU ^ogqrit^me be« nSt^ß »cinete» mm» 9,6958922 unb 
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43 XntDen^itng ^er IHgonomeiriff^en gfuftdimtm 

Wffer ^i^M bm SinM t»oti 29046' «n. (Sc i|l «ott «itfeiem Ht^tfk^ 
bcn um 452. ^it ^ffneni fft? 1" ifl 36,8, utib mit biefet ^at man 
in 452 bi^ibiren, um bit ßdf)l bet @ccunben |u flnbcn, um tt)c(<^e 
bet mnül a gröget tjl al« 29^ 46'. JDad Sicfultat bicfcr 2)i»i(lon iji 
12^; ber-SDinfel « ift alfo 29o46a2,2^ 

@d fei fernet coton^. = 9,7394567. ben tafeln fitibtt 
^ aU bac nft^ft tUinete (SotoitscnteiMSogatit^iitc 9,7392707, bicfev ifi 
]»ott uitfeiem »erfiliebctt um 1B60 uitb gel^öct einem Sßinfel )»on 61« 15' 
an. ®a(^fi bet «ogatit^me um 49,92, fo nimmt bct ©infet «m 1" 
ab, einer 3una^me 1860 bed i^ogatit^men entf))ti(^t bemuac^ eine 

na^me = 37«, bet ©infel /3 tjl olfo 61« 15* — 37« 

SS 610 14' 23''. 

2S Beispiele. 3ur Uebnng folgt l^iet bie $(ufl6fung einiget trigono«' 

mettif(^)ett Stufgabeu mit ^ülfe ber ?pflrtritbmcn. 

1. ©enn eine Seite A unb bie brei ^mUi ^tUnwi fmb, i^at man 

C = : • 

Mft.a 

6« fei 3728, a = 49«, ß = 102», alfo y = 29«, fo finbet 
man B nnb C bur4> folgcnbc afcc^nuufl: 

lo,7.A = 3,5714759 
-4- log.siiu^ = 9,9904044 

13,5618803 
log. sm, tt = 9,8777799 

log. B = 3,6041004 

B = 4831,7 

log.A=: 3,5714759 
+ log,sm.Y = 9,ns5:^712 

13,2570471 
^ hg.a =z 9,8777799 

log.C = 3,379;i672 
C = 2394,7 .... 
^itx finb ol^ne Skiiere« bie' nm 10 %u dfpfen Logarithmen »on dn,a, 
mn.ß nnb siruy angeoenbet w«vben, o^ne baf ed Gin flu ^ auf ba9 ZRe« 
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fnttoi l^Atie, »cü cht itm 10 i« (|V9fct So0««tt^iiie |tt Ä abUtt, bamt 
ober ottc^ toiebet ein um 10 gio^et ^ogacitbnie abgeiogen »me^ 
ben ift 

S. begeben gioet €tltcii itnb bcv cittgef(^lo{fene SBtnfef f. SDtati 

finbet ben Sinlel /3 na^ bee ©Icic^ung (30) 

tona ß = ^ 

(50 fei A = 3987, B = 2164, y = 41». 

2o^.^ = 3,3352573 
+ log.sm.f = 9,8169429 
log.B,dn,y = 13,1522002 
— — B.cos.y) 3.3718065 

log.tang.ß = 9,7803937 
fi =z 310 5' 39'' 

log.B 3^52573 
log,eo8.y =s 9,8777799 
log.B.co8,y = 3,213üö72 
A = 3987 
B,eoi.y = 1633 
j3.«of.y =s 2354 

©ie ber goflarit^mc bed 3i^^<rÖ ^cfltnbcn »orbcu tfl, bebarf Uimt 
drlauterunq; eben fo iß Hat, ba^ bet b^c jlebenbe ^ogasitbme oon 
^.Mh.y cigentlifb um 10 )tt (|(o$ 

^fe Slbbition unferee SQ3ertbe i»on B itnb 2o^. (»5. y giebt ttn9 
einen um 10 großen ?ogotitbmen »on ^ . cos. y. Um ^ . cos. y \dh\t 
ju finben, iji alfo ber buicb Abbitten gefunbene i^ogaeitbme ))on B.cos.y 
erß um 10 )>etlleinem, »ad foglei«!» gefi^cben iß. gcfttnbene 
SS^eit^ m B.eoa.y »isb m ii ab0e)o0Ctt, um ben SScrt^ bcd'Slnu 
nesd gtt finben; gu biefem SBcrtbe loirb bet Sogariibme ^efucbt nnb bicfn 
»om ^ogaritbmen beS ßd^lerS nbgcjogen, fo pnbet man log. tang. ß. 2öctl 
aber ber eo^arit^me bc§ 3abterö, 13,1522002, um 10 ju gro^ ifl, fo 
iß au(b ber für t<wg. ß gefunbene ^ertb 10 in gtof , alfo gcrabc 
fo, mit tt in ben 3iafeUi ^n fni^cn iß. 

^e feblenbe ®eite C Knntc man bet gormel O^A^^B* 

%AB 008, y berechnen; weil biefe gormei aber ^um logarit^mifcben 
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44 ümontbttitg t>tx trtgottomeldfi^eii ^unctfamen 

ecbtaui^ fe^ unhu\nm fo Uf[tt, tx^ hin üBinfel ß %n It* 
^mmeii, nxb baim C m(i Ut %9tmtX 

Q B . sin, y 

jtt betccjineiu Log,B sin,y i\i \^on Utanni, iß 

log.Bnn.y = 13,1522002 
— log.8kLß = 9,7130251 
log,C = 3,4391751 
C= 2749. 

3. ©ege^en gmci (Seiten A wnb unb ber Üöiufef welcher ber 
eilten \>on beiben Qegenubnßc^t IDn ©inu^ bed $Sin(e(d a »itb ge« 
fttnben buic^ bie ©leit^ung 

<S9 fH = 3648, ^ = 5394 itnb ß = 82o. 

^ + log, sin. ß =r 9,9957528 

13,5578076 
^ %B = 3,7319109 
hg,8m.a = 9,8258967 

a = 420 2' 45". 

$)er ?ci3antf)me 13,557 ... ift eigentlich mn 10 ju groß, weil ber ^lafcU 
«ogantbrnc oon 5t/i./5 cd ift; batauö folgt «Kit att(|^, bof bet föt «m.« 
bmi^ncte «ogorit^e nm 10 gtt grof ifl, alfo geiabe fo gefitnbeit wor« 
bcn, wie er in ben S^afetit gu fud^en tfl. 

9{(u|bem bet SÖtnfel « beregnet worbcn ift, fami man teldbt ben 
2Bin!el y finben, »eil y = lSOo — ß — a, in unfercm gaüe crgiebt fic(^ 

y = 550 57' 15". 
9lun fittbet matt am f^ntü^tn € ber &Ui^m^ 

fosf.^ = 3,5620548 
-\-hg.sin,y= 9,9183183 

13,4803731 
log,si9ua = 9,8258967 
' loff.C=i 3,6544764 

■ €=: 4513. 
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4. ^e^ebeu bie brei leiten. ^Dlan finbet tie fe^lenbeu SBtnfel 

^2 4- o _ 

"^•^ — wbtc — 

SHefe Sotmcl ifl iiiNf fd^f imH<|«em {u lodattt^mift^ 8Ke((ituit(tf man 
faiin {ie jeboc^i fe^t Uiä)t in eine anbeve i>ett0anbelni tocU^ bei Unmn* 

bun0 öott Logarithmen rafc^et jum ^itU fü^rt. 
<S0 ifl oben (ßtiit 16) gezeigt worbett, baf 
cos,2a = 1 — 2 (nfi.a)', 

CO«, a = 1 — 2 (wi. V« «)^ 
wenn man a fät 2 a febt, batoud folgt 

(«n. Vaa)^ ^ 

febt man in biefenSSevi^ i»ott («m. Vs fite feinen «bigen fBktl^, 
fo fommt 

.-.^ _ + -g ~ C) + C ~ B) 
(««.»/•«)• ^ 4^(7 ' ' 

alfo 

««•Vi« = |/ 45^7 

' !Ra(i() biefer formet ift a leicht buic^ (ogant^mifd^e ditä^mn^ iu 
Pttben. <S« fei A = 76', = 97', C = 58', fo ifl 
A + B—C=: IIb, Ä + C — B==^ZI. 
log.(A + B C) = iflmm 

3,6288995 

— % 4 = 0,6020600 

3^269395 

^hg.B = 1,9867717 

1,04(X)678 

^ log.C = 1,7034280 

0,276639a — 1, 

bied btti4 2 bi»ibitt, fo fommt 

log.dn, 1/2 a = 0,6883199 — 1. 

JDiefen l^ogatitl^men cntfprtt^t bet ^afcUit^ogaritj^me 9,6383199, uub 
biefeni finbet man in ben ^lafeln ben ^inttl 
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46 Slnmentung trisonometrifc^en Functionen k. 



alfo 



»/,« = 25^46' 25", 
« =s 51082' 50". 



5)ic gi?rmclu, mi^t man anmcnbet, um bie fe^lenben Stücfc bc0 
$tcie<fd itt htxt^nttt, mm imi ©ciieit unb hn eingef^^Uffcne Fintel 
gegeben |lttb, eignen fl4 fceili^ n(<^ fonbeefU^ f&t logafit^mifi|e 8lec(' 
nnng; man l^ot be^l^atb Me gi^mtetn in anbeie untgeoanbelt, m\6^t p 
bicfcm ^mäc üm^ pajfenbcr fmb; ba bic umgemanbcUcn gor* 

mein feinen gro§en ^oit^eil ^twafiitn, fo wollen xoit biefe Ummanb« 
(nn^en ))Ut gan^ nbecge^en. 
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^VMi^tf^c Srigonomettte. 
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ßinleftung. 



@tn burc^ bref Äantcn gebtlbctce förpcrli(|)c8 ^(f tft ctn fpHrffd^c« 24 
$)reiccf. gig. 22 ficnt ein folc^eä fp^önfc^cd ^xckd tax, wclc^ee bujtj 

Sia- 22. 




b{c Cre( (n 0 jufammcutrcffenben j?antcn AO, CO unb BO (^eMbct 
»üb. 3" iffc'«^ Äautc eine« fp^ärtfc^cn 3)rcic(f0 ft^nctben pc^ jwei 
©bcncn. SDcr Sinfcl bet beibcn in ^0 flc^ fc^neibcnben ©benen ^0(7 
wub AOB, bic in bcr ^tgur mit 2 unb 3 bejcic^nct fmb, fei mit a, 

SN ü Her, ebene unb fpl^ärifd^t Srigünomettie. 4 
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(Sinteitung* 



bei SinM bei in htx StajuH OC (U» fj^nelbenbeit Gbeticis 1 wtb 2 mit 

c, unb bct ©infct enbli* ber in OB fc^neibtnben <IB€neii 1 «nb 3 
mit b bcjeic^uft. 3)iefeu brci SBiufcIu a, b unb c woüm wir bcu flc* 
mcin|^aftli(^en iJkmcn ^Idc^jcntüittfcl geben, 

$(u§cc biefcn btet gla^enointeln a, b unb c fontmen ab» an eineut 
f)>^a¥ifi|ett ^reieif no^ btei anbete »ot, it&mli(( bicjenigen, totl^ \t 
§wci Tanten mit einanbec matten, ^iefe btei jtantenwinfet finb BOC, 
AOCmt) BOA. ^« fei 

mm BOC ^ a, 

n AOC = ß, 

B AGB = f, 

fo a(fo, baf {ebet ftantenwinfcl mit bemtenigen gtie^if^tn Sitt^ftabm 
bejeid^net ift, wetzet bem lateiuif^en 9u#ftaben U€ gegenüberße^nben 

gtac^^cmoinfcld cutfpvic^t. 

<5d ifl bic Jlufßatc bcr fpf^ntifdun ^^rtgonemetrie bie 53c# 
jic^unflen aufjufuc^cu, meldte jiuifdjcu ben J&tei Äantenmiu* 
fein unb ben biet gU^^enwinfeln beße^en, unb mit ^Alfe 
biefet ftelotionen, »enn btei Seftimmnngd^ife eine« \p^M* 
\6)tn S)te{etfe ^t^tUn finb, hit btei Äbtigen but^ 9le<|nttttg 
finbcu. 

©cmö^ulicb Qe^t man utd?t \jon bct eben anc^cgcbenen, fonbem Dpä 
fDlgcuber 2(ufc^auuugdwei)'e bcii fp[;artfd}en ^xtitdi aud. 

S)enh man ^ auf iebet bet btei ßbenen, ml^t bad (i)t|»ettt<^e 
M bitben, um bie @))ibe 0 ale SRittelpunft mit glei^iem 9tobiu0 
ÄteiÄbogeii Gcjogcu, fo fmb Wefe ^ei9bogen AB, SC «nb CA i>fficn* 
bar ben ^Üantcnwiiifeln y, a unb ß proportional, ober mit anbercn 
©orten: ber ^Bogen AB mipt ben ffiinfel y, ber ^ogen AC ben 
©infcl ß, ber ©ogen BC ben ffiinfel a. 2)iefe brei Sogen ^^eipcn 
leiten beft f^l^tifc^en S)tete(fd. Oi« ift leii^t eihsufe^en, baf biefe 
Seiten im ffiefentli^tt ni^tft anbete« finb aU bie l^antenwinfel. 

^nft man ba0 fdtyetli^e @<I fo in eine ^gel qqtcdi, ba^ 
bie ©pifec 0 tu bcu fO^ittcIpunft ju liegen fommt, fo fc^ncibeu bie brei 
Ebenen 1, 2 unb 3 bie Äugelober jläc^e in ben Sogen AB, BC unb 
CA ; biefe brei Sogen bilben ein auf bet ^ugeiobetfUU^e (iegenbe« ^ttU 
tä, ba^et bet 92ame: fyl^Atif^e 3:tigonomettie. 

8ei ben folgenben <Snt»iifeIungett woHen i»it jebo<$ i^on bet etfie« 
ten SMta<^tungd»eife be0 fpl^drif^ien ^reiedd aU leined breifantigen 
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^at^enwiitfet a, c mt SBittfel, bU ftantemviiiM a, ß, y leiten 

bed fp^arifd^en ^cetfifd nennen. 

' JDa für ÜJliiucfjcn fcfcnjicrig fi(^ ita^ 3<=i^"«"Af" rtdittgcu 
öorjieöunöcn förderlicher ^erbältuiiJe ju ergeben, fo fiub Öiefem SBcil* 
i^n bU0lc|e betgiduten 23 uub 24 beigegeben, welf|e gur (Sntmicf etung 
bet <3>ninbfonnetn ber fipl^drift^cn Srigonometiie bienen. SMcfe 9lebe 
finb auf ctwad f^Atfeted $a^iec aufgujieben nnb nat^bem bie ®tAn)' 
liuien öoElftanbig bnre^gcfc^mtten finb, bic auÄflejogenen Stnicn (ni(^t 
bie punftirten), met^e tm^iinern bergigur ließen, fo iccit ciujufcfcueiben, 
ba§ läugd ber eiuoefd^ntttenen Tanten ein leid^ted Umbiegen möglich 
Sie bann mit ben fo )>täpartrteu hieben bie in gig. 25 unb gig. 24 
batgefleDtett Stiti^ i>oIIcnbet werben, bebarf m^X (einer weiteren (Sr« 
Uttternng. 

gür bcn Unterri^t ifl eö jwccfmn^lg fold)e SJiobette in weit g5Ö# 
lerem SDiaappabe aud ^appenbedet unb (^tad l^er^ufteaeu. 
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Elitwickelung der Gnindformeln. Seictc^nct man nuf bet 
einen Änute etncÄ breifanttgen för^jerlic^cn einen ^unft A, ^{g. 23, 

«ig. 23. 




fo bap ÄO ber ßängeneiu^cit gleich ift, fdUt man aläbann bie ^JJer^jen* 
bifel AB unb AC anf bie beiben anbeten Tanten, fo ifl 





= Ätn. y 




= cos.y 


AC 




OC 





ba ja bet 2ßinfe( AGB mit y, unb bet Sinfel AOC mit /3 bcjcic^net 
wotbcn ijt. 



Sntn>i({eluug Ux ®ruiit»formeIm &3 

3ic^t matt tjott B auö tti ber (Sbene 1 citie ^intc BL, rottete auf 
htt Stanit OB rcc^tiDinlcliö pe^t, fo ift bcr ffitnfcl, ben bic hinten BA 
tmb ^Xr mit cinaitbct ma^, htt Sintel ber beibcn in bcf 
Jtanie 0^ fi^ fi^iteibenben tbenen 1 unb 3, bet oben mit b bejei^net 
»«tbe. (Sbenfo if) i4(7Ir bet oben mit c bejeitbneie ®iitfet bet betben 
in ber Stanit OC fc^netbcubcn (^betten 1 unb 2, aeun CL, in bet 
(Sbeue 1 Ucgcnb, <iiif OC rctbttrtinftiig freht. 

gcgt man eine (Sbcne burcb ^.4 iinb B L, eine jmeitc (Sbene burc^ 
CA unb fo wetben fiiä^ bie beiben iSbenen in einet &nie AL 
fifftteiben, bie attf bet (Sbene 1 tz^toinUXi^ flc^t ^atan« fol^t bann, 
baf bie 2)teiede nnb (7^4 L tei^twinteltg |lnb. IDemna«^ i^ aber 

'V .iL = ^:7i.b 

unb, »enn man für BA [einen 2Öett^ sin.y febt, 

^IL = «in.b sin.y (2) 

ÜLbet ebenfo etoiebt ficb bem te(|^tiointeligen ^tied CAL 

AL =s AC skuo 

obet 

AL — sin. ß sin, c (3) 

@ebt man bie beiben Sert^e oon in (2) unb C^) 0lei<bf fo !ommt. 
ttttb botand 

dn,h : «ni.c = «m. : 8in.y , (4) 

obet in Söotcten: 3n jcbem f|)^Ätcif(^en 2)reied »erhalten fi^ bie 
@inud bet (Reiten mit bie <Binu^ bet gegenübetße^enben 
SBiu!eI. 

Sie ft^on oben ((SKei^nng 1) etwd^nt n>utbe, ifl = co«./}. 
gdfii man nun oon ein $eti>enbi(el BM^avi^ OC, fo witb babnt«^ 
OC in s»ei 3:^eae OM nnb AfC gei^eilt, ed tfl alfo 

co$.ß =z 0M-\- MC. 

dlan abet iß 

0 Jlf = ÜZ^ . COS. a = COS. . cos* a 

unb 

MC =z NL SS BL,nn.a, 
benn bet 83infe( iß glei^ »eil jebet @4enfeT bcffelben BN 

unb i?X auf einem <B6)tnM be^S SBiuIelö « tet^tminfclig ße^t. 2iu« 
bem teci>ti»infcltgen l£)retc(f ylJ5X aber folgt 
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MC = sin. y . sin. a . cos. b. 

©cfet mon in obigen 2Bcrt^ »on cos. ß btc cBcn gefunbenen Sert^e 

!)on OA/ mib 3/6, fo fommt 

COS. ß = COS. a . COS. y -f- «Vi. a . «m. y . cos, b . . . . (6) 

2)tcfer ©Icit^un^ analog ift auc^ 

COS. y = CO«, a . cos. 3 -\- sin. a . sin. ß . cos. c ) , 

o • • j .... (6) 

COS. a = COS. p . cos. y -j- sin. p . sin. y . cos. a; 

wcl^e^ bie jroeitc ©nutbformel ber fp^ärift^cn Jlrigonometric ift 

^mä) ^Inwcnbung ber bcibcn @runbformeln (4) unb (6) fann man 

alle Aufgaben ber fpl^drif(^en 21rigonomctrie löfcn, wenn man nod^ bie 

©tgcnft^aften bed ^Jolarbrcicds ju Jpülfe nimmt; bie im folgenben ^a* 

ragrnp^en entwitfett »erben foflen. 

Das Polardreieck. ?cflt man burc^ irgenb einen ^nnft .4, ^ig.24, 
ber einen 5tantc bcö fp^arifdien ^Dreiecfä eine* ©bene I, »elc^e re^tmin* 

W 24. 



A 




b 

!elig auf A 0 fielet, legt man ferner eine jmcitc (Sbene II bur(| ß red^t* 
winfelig ouf BO, fo werben fic^ bie beiben ©benen I unb II in einet 
Äante HE (wegen SKangcl an 3iaum fe^lt E in ber ^igur) fdjneibcn, 
bie auf ber ßbene 3 pcrpenbifulär jte^t. 

I^egt man eine britte ebene III ret^tminfelig auf OC, fo wirb biefc 
mit II in Äante LE, mit I in ber Äante FE ft^>neiben. LE 
fle^t perpenbifutar auf ber (Ebene I, FE auf II. ^Die brei iJnnten JIE, 
LE unb FE bilben ein neued fp^arifc^ed $)reiecf, bcjfen ©pifee in E 
ift. 5^ic Tanten = unb §lä(^>cnwinfel biefcd neuen fp^cirifc^en ^Tteicdd 
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i»eTd)c6 ^otrtrbtcied ober ©ümpUmcntarbrcictf Reifen mag, biete» 
fe^i n?i(^ttge ^ejie^uugen bcnen bed urfprünglic^en bar. 
StanUnwintü bed tteneit f^^iiftt^en iDveicdd finb 

JIEF = a' 
FEL = 

SHe gUic^enwiittcI finb 

AHB ^ ff 

AFC = V 

unh lUMKV ifl ber Sinfet bei (Steneit I «itb II, V htt Sßiitfel bcr 
CSbencn I tinb III; itnb a' htt 9DiHfft bei (SBeneit II itnb m. 

©etra^jten mir bajj 23tcrc(f II ELB, fo finben roir tu bcmfelben 
gwei xtä)tt SfBtnfel, einen bei uub einen bei i/. 5)er SBinfel bei E 
bc< mit fi' bezeichnete, bee bei ß ber mit b be{ei^nete. ^Da bie »ie< 
ffiiitfel eine« IBieceifS sufammett «ie(8iec|^te betragen, ba fmtee bieSBinM 
Bei ^ nnb bei bei £ {ufammengenomnten gmei Seilte betragen, fo 
muffen bie Sinfet b unb ß' ^ufammen auc^ ^n>ei dit^U fein, ed ift alfo 

ß' = 1800 _ b. 

(Sbenfo etgiebt fif^ an«» ben ^ierecfen HAEF nnb FELC 

«* = 1Ö0<» — a 

f» = 1800 « C; 

ober in 2i5orten: 2>ie ^antenioinf el be« ^Potarbreicrfö fiiib bie 
Komplemente ber entfpred^enbeu gldcl^euwintet be$^ urfptuug' 
liefen fpl^drifi^en ^reicdd. 

3» bem mntä AOBH finb gwei te^te SDinfet, einei bei A nnb 
einer bei mitl^in ntöffen bie beiben anbercn SDintel biefed I93iereclft, 
Y unb c', jufammeugetuuumen au(^ jiuei die(^te machen; ed ift alfo 

C' t= 1800 — 

ebenfi) folgt aud ber ^etrad^tuug ber ^ierecte AOCF nnb BOCL 

= 1800 — 

cbc- in ©orten: ^ie gläd)cnn)tnfel a', b', c' be^ ^olarbrciedd 
finb bie Komplemente ber enifprec^ettben ÄantenwinUl (©ei* 
ten) a, ß, y bed nrfprttnglicl^en. 

^ ben eben angefahrten 9le(attonen folgt nniftittellar: 
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sin. a,' 






sin. b' 




sin.ß 


«in. cf 


= 




COS. a' 




— CO«?, a 


C08, y 












— eo»,y 









msruß* 












€08, a! 




— cofta 


eo8,ß* 




— co«.b 






— c<w.c 



(7) 



CS) 



27 Beroohnimg der fehlenden Stftoke spliftriflolLer Dreiecke. 

ffienn brei Elemente etnc« fp^«rif(^cn SDrctctf^ befannt flnb , fo' Um 
man mit .^ülfc bcr oben cntrotcfcitcn ®ruub[äijc bie fcl^lenbcn ©tüde 
hm^ntn. ^te gegebenen ^tüde !5nneu nun fein: 
1. ^)ie brci @citcn (ÄantenwittW). 

3. 3we{ leiten unb bct eingefc^Iojfene S^^^^nwinfet 

4. ®tte ®elt< iittb bie betben anttegenben SßinfcT. 

5. 3"Jfi Seiten unb ber bcr einen gegcuübctfte^enbc glä(^)cnmtiifcl. 
H. (§ine <^eite, ein anliegenbec unb ein gegenüberße^enbet glacf^en^ 

»inteL 

Ste tootten iej^ it^ef itnterfit^ett, »ie in icbem bicfet fei^ft gAQe 
He fe^Ienbctt @tfltf< fuc^en finb. 

(St^et ?f<iTf. ©egeben bie brei ©eiten tt, ß unb y. 

.t>icr fuib bie brei ^läd^enwinfel a, b nnb c fu($en. ^ud bei 
^weiten ©tunbfotuiel, (ä^leic^ung (6), ecgiebt 

, €09. ß — eos,a . €08, y . 
«ifL« . 8m,y 

^tft Somel muf aBet «inftefomt imben, »ettit fit fl^ fAt (o|a# 

«itbmif(^e 9{e<bnung eignen foH. (Sft ifl betonnitt^ 

COÄ. b r= 1 ~ 2 . {sin. Va b)», 



alfo 



I 
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wib.mctitt man füt W8.b beu Sert^ bei (9) fe^t, 

/• • 1 / vx« 1 / /i COS. ß — COS. a . COS. y\ 

\ «71. a . y / 

ober 

/ • 1/ u\> sinua.mituf + eos.a.eo8.y — cos.ß 

S)a aber a . «o«. «sn.a.än.)' = eo«. (« — y), fo ifl aut^ 
(«m.V.b)' = g?'-f-y>-°^-P ....... (10) 

^!^ct 3d^Ur bicfeä iBruc^ed enthält bie JDiffeicitj |»eiet (SofUtud. 
S)iefc iDifferetti mu^ abti in ein ^tobuct itin(|eioattbctt loeTben, i»a« fo(< 

+ ^) = eo8.a.eo8,y — siji. x . sin. y 
cos. (x — y) = COS. X . cos. y -f- siiu x . «>/. y. 

gie^t mau bü «bete ^Uti^und Don bei anbeten ab, fo (ommi 

CO«. (J? — _ COT. (a? 4- y) =: 2 .MR.ar.mR.y . (11) 

ffite ^aben alfo ^iet »eine ÖW*«ng, fn »eif^et Wt ^Jtfferenj ^wete? 
(Sojlnne btti^ ba« ^robnct %m\tx (£inui ouägcbrücft tft. ©oH bicfc 
Formel auf unfern gaU (mgetoenbet werben, fo ^at mau ar unb y nut 
fo befHmmcn, ba§ 

d? — y = « — y 
ttitb. Sind biefen beiben ©le^nngen erglebt f{<^ 

=^ Vi + y — «); 

fufcflituirt mon bicfc Sßcrt^c ftatt x unb y in ©Icic^ung (11), fo lommt 
cos. (a — y) ^ /3 == 2 . «in. i/, (/8 -|- « _ y) wi. y, -jl y _ „) . 

fnb^tttirt man enbUil biefen ®ett( »on — y) ^ «o«. jS in 

€l(ei4ttttd (10), fo fommi 

s/w. cc.sin.y • \ / 

»el4>c« eine für tognrtt^mif^c Sicijnuug geelftttete gomd i|l. 
SDiefet gocmel analog ^at man au^ 



Qm, Vaa)2 ^ ^»' 'h («+g - y) ^ V, (« + y - ß) ] 

imn. i/tC)« ^ Va (y + ^ — «) '^n. 1/2 (y + a — jS) 

«m. ß , siii, a 



(12) 
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58 S5cre4>nung t>cr fcjjlcnoen (ötüdc fppärif^er Srciecfe, 

916 9ei|picl ^ur ^udfu^rung htx 8te^nung mag goIgenM bieneii: 
($d fei a = öOo, /3 = KM^, y = 62o, fo <|J 
1/2 (ß + a-y) = 610 

V» + y - «) = 430 

log,m».U^= 9,9418193 
%.«m.43« = 9^78a8 

19,7756026 

— %.««.80<» = 9,9933515 

9,7822511 

— %^62o = 9,9459349 
log, (sin, 1/2 b)» = 1,0363162- 

hg.sm.ilih = 1,9181581 
i/fb =r 55055' 7,4" 
b = 1110 so* 14,8". 
(Sbcnfo ifl au^ a «tib c ^ere^nctt 

3weitet galL @e0e^ctt bie brei glac^'en»iit(el a, b, c, %u 
fttf^t bie btei leiten a, ß, y. 

Qut Hfmn^ bicfer SCttfgobe muf man bad ipolatbreietf }u ^utfe 
nehmen. Statt ß gu beftimmen, fuc^t man nuv ben gli^nwinfet b' 
bed ^»laibreiedd na(^ @lcid)ung (9); mau findet 



COS. ß' — COS. a' . CO«, y' 
mLa,sin<,y' 



S)a abet bU ®iiilc( / (S0iii)^(emenfte bor Qegebeitcn IBinCel 

a, b, c flnb, fo fann iiiait co».«* «itt — cos.», eo8.ß* mit — eos.h, 

unb cos.y' mit — cü.s. c, uuD fenier ncrf) tie SinuS üüu oc' unb / mit 

b«i <Sinud «on a unb c «ertauff^en (^Icic^^ung 8), unb fo ul^alt man 

<;a9.b 4-> «otf.a.(M>«.c 
eo8.W = H ; • 

CO«. ^ = ■ J ^ — ! (13) 

^iefe gormel ift gcrabe fo mc bie oben fut co«.b gtfunbene ^um 
Qc^ttf logant^mifi^et 9it^mn^ iiiii}tifofiiicsu 

fo ^at man anö) 



I 
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cos, c 
am, a . sin, c 
sÜLtk^WLC — cos,A,eot*c co$*h 



2 = - '^^ \+ ""-^ .... (U) 

^it ©umme ber bcibcn ßcfiuuä im ^a\)kx tfl noc^ iu ein ^JJfoöuct 
(tt t^emonbeln. ^bbirt man bie beiben @Ui(^ungeit 

eo$, (« + y) = eoB,9s,eo8»y — sin.x,sin,y 
eo9, (a — y) = eos.x,coB.y -|- wn.«.«m.y, 

fo f ommi 

co^f. {x y) -\- COS. {x — y) — 2co8.x\ca8,y, 
®o1l nun « + y = a + c iinb — y = b fein, fo raup 

X = »/, (a -f b + c) 

y = V» (a + c — b) 
gefeit metbeii; fitbfUtuitt man tiefe ifieit^c »pti x unb y in tie »otige 
€)(ei(^unQ, fo (omntt 

C06'. (a -|- c) -|- COS. b = 2 . cos, Ys -|- ^ "h ^) */2 (ä -f - C — b), 
iinb mm man biefen Seri^ für bie <^umme ber beiben (Sofinu^ in 
^letc^ung (14) fe|»t, ' 

ßy.=-^^ V' (a + b + c) 00.. V. (a + c b) 

Syie 9l»9ful(fttng bet (ogartt^mif^n fflt^nm^ ift bee 9ete<(nnng 

na^ @l(etd)ung (13) fo d^nU(^, ba$ fie tool^l feiner weiteten Sludein» 
onberfe^uug bebatf. ^ür bie ^ef^tmmungen ber Sinfet a unb y ^at 
man analog ber ©leit^ung (15) bie Gleichungen 
iein. iLay = «"«•■/.(* + »> + c) <^«. V,^b -f c - a) j 

, w.iA(a + b + c) co8.y,(a + h^c) \ ' ' ^^^^ 

(am, V«y)* =s — — ! -. — - — . ' ^ — s i\ 

m.a.M».b ) 

dritter gall. begeben ^mei leiten (etwa a unb ^) unb 
bet eingef<|iUffeue gtd((en»in(el (b). <5g (ann l^iei gefiagi met» 
ben L na«! bem bHtten ftantenlbinf el (be? biitten Seite) nnb 2. 
ben ft^lenben Sinfcln a nnb c. <S<» finb alfo ^ier ^toei gefonbevte 
Aufgaben $u Idfen. 

1. ^enn bie Seite ß gefugt ift, fo giebt ©letcbung (6) unmittelbar 
co8,ß = coa,a.€Os.y -\- am,a,8m,y»coa,h. 
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m fei ^. a = 640, y _ 510^ b = 82«, fü ift bie iRcc^nuug 

log.cos.Q4.o = 9,6418120 %.«n.64o = 9,9536602 

log.cos.öV = 9,7<J8N7 %.«n.51o = 9^905026 

1,4407138 % COS. 82o = 9,1435558 

1,9877181 

CO«. 640, CO5.510 =r 0,2758759 
m.51«,«o«.82ö = 0,0972116 



CO*./} = 0^730875 

ß = 680 5* 38". 

(S» »ifb mo^t dar fein, mtwn man nadftStbbitioit i»ott log,eo8,BA^ 
vttb CO«. 510 nff^t bie unmiitelBaf ct^alttne ^nniifet 19, fonbcm 
T, mh warum man Bei bet foT(jenben Ubbition ni^t bie itnmttietbae 

erhaltene Äeuuiiffer 28, fontern 2 öcuüumien ^atl (ßbtxu ^igonomc* 
trie §. 22.) 

SRan fielet wo^t and biefet Ku^ffli^ntitg bev dKed^nung, ba$ biefe 
gomel füv bte Slnwenbitng be? SogaHt^men nit^t fotibevlli^ Bequem If^. 

ffla^ fieBeimallöem Sluffcfjlagcn er^Ält man cos. ß. J^at man mm Zafdn, 
tt)c((^e btc «Siuuö unb (5o|lnu3 fclbft i>en Ü)iinntc 9)Zinutc enthalten, 
fü ift bic ölcc^nung nac^ achtmaligem ^ufft^^lngcn fettig, ^at man jcbüc^ 
fol(|>e ä^afeln nic^t, fo mufi man |u bem gefunbenen Sertl^ t>on co«./3 
evfl tto<( ben i^ogant^men, vnb gu biefem etß ben S^tnfel auffu^en; 
man fommt alfo eefl neunmaligem 9(uff(i^Iagen inm ßitt ^le 
<Sltei<^ung (6) (a§t ft($ j[ebo($ umformen. ®e^t man co«. y tang. y jiatt 
«Mi.y, fo fommt 

COS. ß = C08» a , COS. y -j- situ a . cos. y . tang. y . cos. b 
cos, ß = €08. y (cos, a -|~ ^* « • 'an^.^ . cos. b), 
fe^t man nun 

tang. Q = eo«. b . tang. y (16) 

fo lommt 

cos.ß Ä eos.y (cos.a -\- sin. a . tang. q) 

a eos.y , \ • ■ . 

cvs.p =. (cos. a. cos, ü -t- sm.a.stn.Q) 

^ eos.ff ^ ^ ' 

cos V 

cos. ß = ' cos. (a — p) (IT) 

*^ COS. Q ^ 

^at man mit ^ü\\i »on (^letc^ung (17) ben Sert^ bed ^ütfdwinfeld q 
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gefunben, fo finbei mmt ß Itü^i tta«$ (SfUi^m% (16). 9lel^men wir M 

oUn @Ieic^uug (6) Ijetc^iuctc Seifpicl. ©8 fei alfo a = 64o, 
y = 5lo, b = 82«. 

loff.cos,h = 9,1435553 
log. tatig. f = 10,0916308 
log.tang,Q = 9^351861 

9 = 9045' 6,6" 

.Of 540 14/ 53^4" 

log,cos,y = 9,7988718 
log.co9. Q = 8,9936789 

X8(föl929 

+ hg. eo8. (« — p) = 9,7666179 

log. COS. ß r= 9,5718108 
ß = 680 5' 38". 

SXc Wormeln (!()) unb (17) Inffen fit^ aiitfe unmittelBat aud bet 
S3ctrac^tung bcr ^igur obtcttcn. SJ^an bcufe fid) in 23, (Seite 52, 
eine ^inie oon X nac^ 0 ge^i^gen, fo »ieb bet Sintel a in ^toei Sl^eile 

35. 




COLva& LOB oet^eitt. Um ni^t butcj bie perfpectioifcfcc Betonung 
bct 8id.2d niib bie in bergigu? enthaltenen ni^t )tt biefee «eteai^tund 
c^e^arigett Linien im %xl machen, fei in gig. 25 bie iSbene 1 ntU ben 

ju biefej ^etra4)tttttö ö^^ötigeu Linien un^etfürgt bargeftettt 
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SI$ii#aBeit 0, C, B unb X (e)eii^ttctt in gig. 23 ttttb iit 
g{0. 25 biefeOeit ^^nftf. S)et ®infet COS, glfl. 95, iß bet (i^^et 

^8 mit a ^ejeic^nde. 8e$ei((inet nukit nitit ^it ffihtfet S0£ mtt 

fo x\t leicht bie Tangente bed SinfeT^ q beftimmen, t)enn ed ift 

9tm aUt ifl SX = MR./.609.b (^Uü^uitg 5) unb BOi=eo8.y 
(9(e{<|tttt0 1), alfp 

nun 9 Bcfannt, fo finbet mon Tei^t OL ald ^p^jotcnufc bed 
(e^twiufeUgen ^ititdi OBL, benn ed iß 

Um abet ettbtt^ ober beit l&evtfi »on oo^./) flnben, (ol 
man nnt bie ^p^otenufe 0£ mit bem @of!nu« bee ®inlet« LOC, 

»eichet a — q tft, jii multi^jlictrcu. 5Q?an ^at alfo 
C0Ä./3 = OL. COS. (a — 

3fl einmal 0 bm^net, ffnb a(fo bie btei (Seiten /I nnb y be» 
fanni, fo fann man bie no^ fe^Ienben Sinfei a nnb c bee britten 
9a1!e9 Ictt^l but(^ Slnwenbung bcr ^omcl (12) ftnben; allein loft 
fi4^ ouc^ eine gomeT finben, um a uub c birect ju berechnen. 

Um c gu berechnen, mu| man offenbar eine @leic^)uug ^>aben, in 
mcUber bie belannten ^ib^tn a, y nnb b nebß c Dotfommen. Mne 
be« (S^innb^tei^nngen teiflet biefet goebornnfi ®enAge. Um eine ®(ei» 
i^nng gu etl^alten, meiere b nnb o enthält, mbinbe man bie cvfie bee 
©leic^ungen (6) mit ber gwetten, inbem man ben 2Öert^ öon cos,ß aud 
ber erßen in bie jweitc fcfet; e§ fommt alöbann 
cos.y s=s (cos^ay cos. y -\-sm. a cos, a »sin» y co8.h a . sin, ß ,co8,Q, 
®ebt man nnn f&t (eo$,tty feinen SBetf^ 1 — Cmn,ay, fo l^ebt |i<|i eot.y 
anf beiben leiten, a1Ie0 Uebeige U^t ft^ hut^ ben gemeinf^aftlic^en 
gactoi sin.a bioibiren, unb man etplt fo bie (Dleic^ung 

sin. a , COS. y = cos, a , sin. y cos. b -f- sin. ß cos. c. 

S>iefc ©ieif^nna cntb&tt ober no«^ bie nnbefannte (^idfk «n,ß, u ifi 
abet na4 ^Ui^nng (4) 
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• a si?}. y . .nji.h 
8m,ß — -. 1 

ff^t man biefen Sert^ in bie »orige ^Uic^ung, bi9ibirt matt dUbattii 
mit fo füinmt 

dtua.cotang.y = <;o«.a.co«.b -|- «in.b cotimg.c 

vibtt 

^ sin. a €08* b r i • . 
— T = CO«. « . COS, 0 -4- «». b , cotang. c; 

fe^t man nun 

<an^. y . cos. b = tang. ^ (18) 

fo witb biefe ©leic^ung % 

tang, * ^ 

«nb b<nratt0 

<!0tow<7. b , . . ^ 

0otofi^.c = — ^ («in.« — CM.a.Mit.^) 

terw. c = — -T^ r «in. D (19) 

^ Mtl. (« — 9) 

Jput m«n n«^^ %^mt\ (18) bcn Sötnfel p g^f"^^^"' f*> Ö^«^^ Olctc^uug 
(19) fccu Söiufet c. Die SluöfüJjrung bet 9icc^nitng ifl bet oten (§. 26) 
gemad^tcu fp d^nli^^, baß fie tco^l feined befonbeten ^eif{)iet^ bebacf. 

3ut ^etcftnunft be» Sinf«!^ a i^t man analog bie (S^Uic^ungen 
(18) iinb a») 



^ ten«7. (r — p) 



(20) 



^a7i^. p ~ tang. a . co5. 

S)ie gotmeln (18) unb (19) ^iten not^ mit Ui^itt nnmittelba* 
M Ut entioitfelt »erben !5nnen. ^Htin finbet bie älangente be0 
Einfeld 0' (Sinfel LCA, gtg. 23), inbem man burc^ X(7 bi«<i> 
birt, ttlfo 

AL 

tang.c=zj--, 

(Sd ifi abet (S^lei^nng (3) ^X=4tii.}r.ms.b. ($d iß fentee 
XC = OX.mn. (ff — 9), lotnn ^ biefetbe 9ebettluttg wie in %, 26 
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m OL m M fubfHhitec« ^ »i« atf» 

y ^ at». y . cos , b . .y?7i . (a — q) 
JLO ^= . • 

tttib cnbli^, »enn man fut ^I« uub i^te Sert^e fe^t, 



. , suLf,eoa,h.8m,(a — o) 

ra/tr/. c = 6111. y . sin, p . ' 



tang,c = — -r^ r m.D. 

* sin. (a — ()) ' 



3ur ^ei:e(|)nttng bed ^ülfdninfel^ ^ ^oi matt tote oben $. 26 bie 
@)Ui4ttng 

SBieitet S^tl* ^SegeBen eine ®eite (eium y) unb bie hti^ 
htn anlieijenben SDinfet <a nnb b). ^te fe^tenben ®tü(tt flnb b{e 

betben «Seiten a uub ß uub ber brttte ©tnfel c. ^Dicfe fe^Icubcn Stüde 
ftnben mi t>nxä) ßujie^ung bcd ^olarbreicd^; butt^ y, a unb b fmb 
bie (flögen af unb befanni. £De( (Steu^una (16) unb (17) gan} 
analog ^at man aber 

lutb 

«^•^ ^- («^ - 

9lun aber (dpi fi^ wegen ber @tgenf(^aftcn beä ^polarbreictfö co5. / 
mit — cos.c, cos.ß' mit — cos,h, cos,c' mit — cos.y, iang,ß' mit 
— ton^. b| ce' mit 180<^ — a oettaufcf^en, unb fo et^&lt man 

C08, c = ^2^4 • OOS. (180^ — a — tlf) 



ober 



unb 



COS. c = -7 . C08. (a 4* ^) 



SiQ man bae negatioe ßeic^en fm Serti^ «on oo«.c oemeibeti, fo 

fe&e man nur 90o — tp flatt fo l?at man 

cotang, cp = co«. y . tori^. b ^ 
unb f 

eo6. c =Ä -: Mit. (a — fl5>i 
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S>tiK( biefe 9Ieii(^ttti0Cii ifl btitte Sinfcl be^immi ^ett mit 
will |tt? f[ufftt<|ttiig efncv Sptniet Abet^ mtt <i(ülfe bemt bif fiei^Ieiibcit 
Cfciten bete<|iict »erben fditnen. 

Senben mi bu ©lei^ung (20) auf bad $Pol(ub<eied an, \o ^at man 

^ sm. iß' — ilt) 

nnb 

tang. ^ — cos. C .tang.a', 
inbem man in benfelbcn b. mit c unb y mit ß uxiau^^i unb bann 
fommatiflrt. iOertaufc^t man nun in btefen Mti^m^vXf mit man cd 
toqien bei üigenfi^fteti be9 ^olaibrcictfe t^nii (attn, toii^.a' mtt 
— tang.a, tang, & mit — tang»y, ß mtt 180<* — b, cof.o^ mtt-— «Oi;0, 
fo fommt 

^ «n, (1800 — b — 

obev 

^ «n. (b + V) C (22) 

nitb 1 
tang.^ s MM.^.MR^.a ' 

Xicfen gormein analog l?at man jur ^efHimmittg bei: ©citc ß 

tang.ilf = co5. y . <an(/. b \ 

, A ^«^^»y .(....'... (23) 

tang.a == — ^ ■ ^x '^'V^i 

SftttfUt gaU. ^c^eben §ioei leiten (ß «isb 9^) unb bc? 
bet einen degenAbetffel^enbe ffiinfet (b). ^kt Um fieftaQt 
»erben 1. -na<$ bem ber nnberen ®e{te gegenftberliegettben Sinfel 

2. itacl; fcec biittcn «Seite a, unb 3. nac^ bem dngcfc^Ioffenen äÖiuJel a. 
Um bie etßc grage gn beantoorien, (at man bie ^iü^m^ 
nn,ßiän,y =s tin»htnn,c, 

mtm§ folgt 

sin, c Ä — ^ ^i'*» 

3tir Seifc^nttttg ber ^tte a fönn man unmittelbar bie ®tei4nn^ 

gen (16) unb (17) antoenben. ®tei(|ung (17) giebt 

y. X COS. ß C08. Q ^nÄ\ 

eoB, (a — p) = ^ • • (24) 

COS. y ^ ' 

5Der ^iKfdminfel q \\t aber bur(|i bie (S^leic^ung 
tofl^.^ SS <M>«.b.ton^.)r 

m Aller, (toir mb f^Hilfi^e Cr^mmlttei 5 



gebeten. man aber ^ unb « » p Bete<|nct, fo fitibet matt aiu( 

Um ben eingef^Ioffencit Siltlel a gu lm#nen^ nehmen wfe bie 

©leic^unäen (23) 

«w- (a + = «»•i^'' 

5D{e etfie bicfet ®Ui(^migen glebi bie zweite & i/, toonac^ 
man lei^t a fctbfl {htbeti fann. 

©e^dtet Salt <9<oeBen {»ei Sittlel (b unb c) unb hit 
htm einen gegenflbeTfie^cttbe ©elte (y). JTu^ ^liet flnb btei Sluf* 

qnbcn ju lofeu: 1. tjl ju fuc^cn bic bem jmeiteu gegebenen 2Öinfet gc^ 
gcuiibcitießcrbe (Seite ^, 2. btc ctnc]efd)lo|Jenc ^cttc a, 3. bc« bntt( 
Fintel a. f£)ie @eite /3 finbet man burc^ bie ©Uic^ung 
4m.c:«»i.b = «tR.y:An.j3| 

wotaud folgt 

, ^ «w.b . 
im.ß = -: — Mn,y, 

sin. 0 

^ie eingefd^loffenc ©eiic « flnbct man o^ne S^eiierce hnxä^ bie goi^ 
mein (18) unb (19). ^tci^nnfl (18) giebi 

tang. q = eO0, h • fang, y ; 
ifj p auf bicfe Seife gcfunbcn, fo finbet man a — p, olfo auc^ « felb^ 
buT(^ (S^lei^ung (19), benn fie giebt 

mn. (a ^ o) = ^'"'^'^ «in» o. 

^en bfitten SBinfet a finbet man buc^ ^ €^Ieiii(ttttgen (21); bU 
erfte giebt 

eotang. (p = cos. y tang. h, 
itnb it^enn qo Bcfannt ijl, fo giebt bie folgenbe a -7 9, alfo a felbfl, 
benn nacf^ i^x ift 

«IL la — cp) = r • ^w. cp. 

CQS,D ^ . 

28 ZuBazDniMurtdlimg der Foxmeln. 3ttt beqttenteffn UeBevfl^t 

ma^ ^icr no(^ eine Sufawmenftenung ber oben entwitfelten, jur öeretb" 
nung ber fe^tenbcn (Stüde fp^drif*er T)reiede bicuenben govmelu folgen, 
Örfte? gall. Oc^cben of, y. 

cotf. g — COS. ß . cQg. y 
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8in. a . 8in. y 
cos. y — COS. a . cos,ß 
sui. a . sin. p 

(füu V, a)» = (« + - 'A f ^ - 
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(druV — Va (a + b + c) go^-Va (a + c — b) 
tiefem analog {inb bie SBeitfie m coa.«^ (rnuy^ay, 00s, y mh 

(««.Vir)*- 

3)tittcr ^alt. ©egcfcen a, y unb b. 

^co5./3 = co8.a.eo8»y — sin.a,8m.y eo8,h 

co«.p = cos, (a — p) 

tang,Q :ss coa.h.iang.y 

fang, h 

tona.c = -7 — T-^ ~,sm,D 

* nn. (« — p) ^ 

ümg, Q = <an^. y cos. b 
fawflr. b 

iang.Q =z tang.a,eas,h 

SSiertct gall. ©egcbeu a, b unb y. 
eo«. 0 = — nn, (a — 9) 

lang, a £= » ^/T^'i'^ ♦ 

* «tu. (b l^') 
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tttiig, Ii; = coa, y . ton<j. b ^ 



tony. ^ = CO«, y , tang, 
mttO — ,j . stn* D 



, ^ COS. Q . COS. ß 

^ COS. y 

tang, Q =s eo$. b tang. y 

^* + *^ = ^ 

tang.iff s= tang.h eo8,y 

^id^Htx gall begeben b, c unb y. 

a sin.h 
min,ß = . — sm.y 

- ^ tanq.h . 

ton^. Q =5 00«. 6 . tang. y 
. - - CO«, c 

«m. (« — 9) = — r • «w. cp 
ootanff»g> -= co«.^.tofi^.b 
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